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Tamoo Fisico 4 Ul tempo métrico que permite representar

quantitativamentea'distancia entre eventos e estabelecer ordens
totais -

Temp%tmu ue a natureza uniforme e continua do tempo fisico
e é isomorfo a nto dos reais.

- -; - gam ~ r [ d
Tempo Discreto e umaGimpllflcacao do tempo continuo onde a relacao
de isomorfismo é com o conjunto dos naturais.

Tempo Global _fornece uma unica referencia temporal para todos os
componentes do sistema.

Tempo Local € a nocao em que cada componente do sistema tem sua
ropria referéncia temporal.
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Analise exaustlva

Medicao
Medidas obtidas do sistema real
Prototipos
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MaCrOmAUVIEEEES JA Um Processo de Avaliacao
de Desemenpeho
(com modv‘ agem)

h &

Compraznsio garll JJ problemay/sistema a ser avaliado.

Dafinigglo Iniclzl dos crltdrios de desempenho a serem
_.J\./..JJJ...]_.JJ_)J u

Telantifieagio dous comudplei=s;
Raflizimnanto dos dfiidiodledd avaliag
Geracaoydo modelo abstrata
Planejamento daimedicao.

“oleta dos dados.

Analise dos dados coletados associados aos componentes
(influentes) do sistema/problema.
9, Geragao do modelo refinado.
10. Definicao e mapeamento das metricas no modelo refinado.
11. Escolha dos métodos de avaliacao dos modelos.
12. Desagregacao do modelo refinado.
13. Avaliacao.
14. Agregacao.
15. Analise dos resultados e recomendacoes.
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“\Para cada Atividade constam:
— Objeuve »

- Responsévél =

- Pre-condigoes
Entradas '
Acoes

Saidas
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“NMeEEladgemipala r\r JJJS“ de Desempenho

—AngliseNOperacional

— Modelesipara Simulacao

~ Modelos Analiticos
CCII de Markov
Teoria das Filas

Redes de Petri Estocasticas
Algebras de Processo Estocasticas




Anglise Operacional

Informagoes observaveis

Concebic! por Jeff Buzzen e Peter Denning



Servidores ,f a
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Chegada ) ' Saida de

de jobs .-—..__- jobs

B - dlstrlbUIgao Fila .

,H Im ,:'
do tempo de Servico.
m — nuUmero de
servidores. ,B ={M,D,G,E}
i : *M - Markovian,
K = capacidade de -D - Deterministica,
armazenamento. G — General

*E - Erlangian
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NBlacaede Kendall
N BYmK - emplos:

=A L disifetcee) WIWM“
A0ItempO ENtie M/M/1/K
+ M/G/2

]"‘_J.Jd.b |
B — distribuicaor
do tempoide servico

m — nUmero de
servidores.

K = capacidade de
armazenamento.

« Muitas vezes quando K e m sao o,
estes termos sao omitidos ou usa-se

#
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~ Anglisei@peracional

Considere um transacao j executada em um recurso i.

i, . N T i
5. & periodo de tempo (service time) que uma transacao j recebe do recurso f.

i . e o i
W e periodo de tempo (waiting time) que uma transacao j passa esperando recurso f.

Queuing Time

wl sl w52 wi &3

'l.'.'\ll1- 5«4 55

M1 m_

Queueing timena CPU =w; + w, + w; (somatorio dos waiting times na CPU).

Queueing time no disco =w, + w_ (somatdrio dos waiting times no disca).



Service Demand

wl sl w52 wisi

Service demand naCPU =5, + 5, + 5, (somatorio dos service times na CPU).

Service demand no disco =5, + 5. (somatorio dos service times no disco).




Residence Time

w2 g2 w3l 53

T

.

Residence timena CPU=w; + 5 + w,+s, + w, + s5; (somatorio do queueing time e

do service demand na CPU).

Residence time no disco=w, + 5, + w_.+5_ (somatorio do queueing time e do service

demand no disco).




AYiElisel@peracional

e -

Response Time
w2 52 w3 53

w5 55

Disk L |

Response time de uma transacao j no sistema & o somatodrio do residence time da
transacao na CPU e do residence time da transacao no disco.

Response time = Residence time na CPU + Residence time no disco




Afigliser@peracional
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“N\/EcVEISI OPErACIONC JJJ f
JPRErbEe deobservacao
K NUmEreNde recursos do sistema
Asliiero totall de solicitagBes (ex:.chegadas) do
recuUrseNl neperiodo T.
- Ag: JngerJ otal de oI|C|tagoes (ex:.chegadas) ao
sistema; no periodo T.
C.: NUmero: ot@je servicos finalizados pelo recurso
i no periodo T.
. C,: Numero total de servicos finalizados pelo
sistema no periodo T.
- B;: Tempo de ocupacao do recurso i no periodo T.




Aviglise @peracional

Mé S\UERVadds (derived measures)

r emPo medior de servico por finalizagao relativa
d0! ECUrSeN SI = Bi/Ci

. Uisiempormedior de servico por finalizacao relativa
do recursopUuir = Bi/T

- Xi& trrougrhip (ex.: finalizagdes por unidade de

tempo) do recurso i; Xi = Ci/T

- Al: taxa de chegada (ex.:, chegadas por unidade
de tempo) ao recurso i; Al = Ai/T

- X0: throughput do sistema; X0 = CO/T

- Vi: Nimero médio de visitas ao recurso i por
solicitacao; Vi = Ci/CO
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Afiglise Operacional

TEXemplol -y

SUponafgUEREEISE MonIterar Uma processador por um
periodor derliminpVerificou-se que 0 Fecurso esteve

~ OCUpPado, PeIFS6S. O")ﬂmero total de transacoes que

chegaramraersisteémal e 1800. O sistema tambem finalizou

a execucao de' 1800 't ansagoes No mesmo periodo.

1. Qual a taxa de gada ao sistema (1)?
2. Qual e o throughput do sistema (X;)?
3. Qual e a utilizacao da CPU(Up)?

4. Qual € o tempo medio por transagoes finalizadas pelo
sistema (S,)?




"2 CPU, portanteles metricas associadas a CPU serao
dsS mesma@ssociadas do sistema.

LF:: iﬂ/\/\/{f\/\ QQPU:2{4
AU < 1300 Yhroraetipus
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Relacionamento da utilizacao de um. dispositivo com o Seu
throughput.



Afelise’@peracional
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- Exemplo:Consiaere gue w pacotes por segundo chegam a
lige JM.LIJr e quelerroteador leve em media 2 milisegundos
para .r'r)erJra Portanto:

U, = 0,002 % 125 = 25%



Avglisei@peracional
XEIMpPIo2
- ATbadd PasSantENE um //‘f?fJ comunicacao € 56000
DPS: PAGCOLES de lJOO pytes sao transmitidos ao /ink a

urnz laXd GENSH POI segundo

Qual e a uti o do link?



T—M ‘ {é/f{‘ @36

—
--"""'-‘-'_h

AV Sl A

B T e = 415000 {2
F e F el 4 MLAMWJ

4_6’@0/9 VS8 = e

Lapisim b ro3 (N = 3 ka4
U= N58r A= @,%\ QU863 = e




: .
I

Afelise’@peracional
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Uma maneira interessante Je relacionar o trhoughput do sistema ao
throughput dos recursos.



Afelise’@peracional
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- Exemplosstipeniialduetoda vez que executa uma transagcao
dz-se 2 acessosidilima unidade de disco. Se 5,6 transagoes
sao finaziladas por segundo, portanto:

X; =2x56=112tps



Aelisei@peracional

\SerceDemand.Lay.
o OCVICENIETIENT GEUIT recursos € o tempo medio
total gUENIIiIa" tianNSacao passa em No recurso.
Da Ulllizailo); Layz € n-se:

A - | "L' = Xi X Si
Da Forced Flow: Law, tem-se:

X = Vi X Xo

Portanto:

UiZViXXOXSiZDiXXO



Portanto: D= —

Observe que a utilizagdo U; do dispositivo 1 é diretamente proporcional

demanda D; (service demand), portanto o dispositivo com mais alta

demanda max;{D;} tem a mais alta utilizacdo e € o “gargalo” do sistema.



~ indlisel@peracional

Service Pemand Law




Afglise Operacional
i

EXEMPIOS

CONSIUERNINENNMNYED Server foi monitorado por 10
MIRfergueraiERBiesteve ocupada por 90%. O /og do

Wep.Seergedistrour30.000 solicitagoes
processadasn@ualte a CPUService Demand (Depy)
relativaias :uhc]"r: 0es ao Web Server?
v
T = 10 x 605 = 6005
X, = 30.000/600 = 50 solicitacoes por segundo.
Depy = Uepu/Xo = 0,9/50 = 0,018 s/solicitacao




Anglise @peracional
—pe

—NEXEI ]pJO‘:" Stiponhia Um|departamento composto por quatro

ECSOSN(IESSOas: R, R2/RSIEIR4). Esse departamento foi monitorado

PO UMMPEREOREE 6 horas: Verificou-se que R1 esteve ocupado por

2he5min, R2Aperdibmin, R3/por 5h15min e R4 por 3h56min. O numero

total de transeaceesidue’ chegaram ao departamento foi 96. O sistema

 tambémifinalizou a execucao de 96 transacoes no mesmo periodo. O
numero total'de'chiegadas a cada recurso e as respecitiva finalizacdes sao
A= C;=60, A,= C;=110, A;= C;=100 e A,= C,=55.

Qual'a taxa de chegada ao sistema (1)?

Qual é o throughputdo sistema (X0)?

Qual é a utilizacao de cada recurso (U.)?

Qual é o tempo medio por transacoes finalizadas por cada recurso do
sistema (S;)?
Qual é o numero medio de visitas por recurso (V.)?

6. Qual é tempo médio de uma transacao qualguer (nao necessariamente
a que visitou o recurso i) no recurso i (D;)?

L

“1



Analise Operacional
] "

V3 S3 D3 U3
R1 R3
AL, CL, Bl A3, C3, B3
V2 Sz D2y V4 S4 D4 U4

R2 R4

A2, €2, B3 A4, C4, B4




nalise Operacional

Vi S1 D1 Ul V3 S3 D3 U3
R1 R3

Al,C1,B1 A3, C3, B3
V2 S2 D2 u2 V4 S4 D4 U4

i R4

A2,C2,B3 A4, C4, B4




Analise Operacional

Vi S1 D1 Ul V3 S3 D3 U3
R1 R3

Al,C1,B1 A3, C3, B3
V2 S2 D2 u2 V4 S4 D4 U4

R2 R4

A2,C2, B3 A4, C4. B4




A lei de Little também € uma lei operacional, pois utiliza apenas
informacoes mensuraveis. Adotamos essa lei para relacionar o tamanho
da fila N; de um dispositivo [ ao tempo de resposta deste dispositivo R;

em fungdo do nimero de chegadas (4;) observadas no periodo (T). 4 -4

T

R; — Response time N; — Numero de clientes no sistema
W; — Waiting time X; — Throughput (vazao)
S; — Service time A; - taxa de chegada




Se o sistema e balanceado, a taxa de chegada € igual ao throughput,

portanto: N, =4, xR, =X, XR;

Quando ndo ha fila e se considera apenas um servidor, a Little s
law corresponde a Utilization law:
e Ri . Si



ISE;@peracional

Um call center precisa redimencionar o numero de

atendentes em funcao de uma previsao de crescimento
de demanda. Espera-se que o numero de chamadas

diarias em 6 meses chegue a 30000.
Considere que 75% dessas chamadas diarias ocorrerao

no periodo de 3horas e que a duragao meédia de cada
chamada é de 5 minutos.

A empresa adota como meta um nivel de utilizacao dos
atendentes de 70%.

Quantos atendentes a empresa deve ter em 6 meses?




Ay = Cy = 30000 chamadas por dia

~ 30000 0,75

N = X, X R; 7 3 x60min

= 125 ch./min

N =125 x 7,142857
= 892,8571 atendentes



lise @peracional
General Response Time Law

A Little's law pode ser aplicada a aualauer narte
do sistema. basta apenas que o fluxo esteja “balanceado™.
Portanto. pode-se aplica-la a parte central do

sistema’(servidores) e ao sistema periférico (clientes).

N € o namero total de transacdes
no sistema. R € o response time. e X € 0

throughput do sistema. L!J ~ I
N=XXR @' s e |

Dado que N; € o namero de transacdes

em cada dispositivo, N pode ser calculdado: o / I

Clientes Servidores

= =




ISe @pPeracional

Dividindo-se ambos os lados por X, tem-se:

R. E I W R Clientes Servidores




*@peracional
oractive Response Time Law

Em um sistema interativo. os clientes fazem uma solicitacio a um
sistermna servidor, o sistema servidor processa essa solicitacdo e devolve
um resultado ao cliente. Apos um periodo de espera (think time) Z. o

cliente faz uma nova solicitacio. Se o system response time € R. o
tempo total desse ciclo é R + Z.

Cliente Pensando, £ (think time) Frocessa, Response Time

G Hﬂ Jmﬂa

Envio de Resultado




= nidlise Operacional

Interactive Response Time Law

~ Se considerarmos um periodo T, cada cliente gerara:

Pr7 solicitacdes no periodo T.

Se considerarmos N clientes. teremos:

NXxT

Pr7 solicitacdes no periodo T.

Portanto. o throughput do sistema é:




Observe que a utilizacdo U; do dispositivo 1 é diretamente proporcional 3

demanda D; (service demand), portanto o dispositivo com mais alta

demanda max;{D;} tem a mais alta utilizacdo e é o “gargalo” do sistema.

Gistema com M cotrgonente s em paralelo

Todas atividades comecam no mesmo momento, mas a tarefa “maior” so finaliza

quando todas as atividades finalizarem.



M [Se;@peracional

ottleneck Analysis

Considere agora outra situacao limite: um sistema composto por N componentes
em série e que o clientes tenham um think timeZ.
Sistema com N componentes Portanto, R =D

cm Serig
E como sabemos que

N
X_R+Z

Portanto:

X

Consequentemente:

1 N}
Dipax’ D

D=DI+D2+_+DM X—mm{



—eeaie— leltES

Portanto, R =D

E como sabemos que

X=r5zZ

Portanto:

X

Conseguentemente:

1

L




IS C)p‘eracmnal

CDHSICIEI'E um sistema composto por um

servidor de aplicacdo (SA), um servidor de
banco de dados (SBD), uma unidade de disco

(D) e um servidor de autenticacao (SAut).

Clientes se “logam” no sistema, procuram
documentos (textos) e fazem dowloads dos
documentos de seu interesse. Considere

situracoes em que se tem até 5 clientes.




yAnelise Gp'eracmnal

Esse sistema e seus componentes foram

monitorados por 4h. Observaram-se, nesse
periodo, a conclusdao de 400.000 transacoes. A
utilizacdo média medida de cada recurso foi:
Usq =0.555556, Uspp =0.833333, Up =
0.416667, e Us 4,,; =0.277778.

Qual é a vazao maxima do sistema?



~ " AdliselOperacional
Bottleneck Analysis

Sabemos que:

Dmax
= Imax {DSA: DSBD: DD: DSAu.t}

E que

_ 1
X= min {
N€{1,2,3,4,5} Dy g

N.
=

e N ={1,2,3,4,5},




400.000

| o=
| U; "7 4 X 60min x 60s X 1000ms
Dado que D; = X temos: — 0027778 ms

_Usq 0555556

Dg 4

>4 X, 0.027778 ms

D Usa 0833333
SBD = x 7 0.027778 ms

_Up 0416667

X, 0.027778ms

Us st 0277778
Dpopys = —aut — 2"~~~ —
D> X, 0.027778 ms

Dp



= helise @peracional

Dy_ =
LJC /Y AW = (4
Pro Sabemos, portanto, que:

D max
= max {DSAr DSBD! DD: D.':?Aut_}

>

= 30ms

E que

D= Z D; = 75ms
i€{Dsa,DsppPp.Dsaut}

Como

X = ' {
N€{1,2,3,4,5)

}

¥

1 N
D

D nmax

€ N = {1121314!5}1



W ISe @peracional
Bottleneck Analvsi -

X = min{ ! N}—min{ = * }
. (1 1 © N=4'Dp.. D7 30ms’ 75ms
= mintp—.p} = mln[30m5,75m} = 0.033333

= 0.013333 N=5

N=2 X = min{ - N}—min[ = > }

X = mm{ 1 E} = m]n{ ! 2 } B N=5 D’m.ax’D N 30ms’ 75ms
N=2"Dmax” D 30ms " 75ms = 0.033333

= 0.026667

1 N

N=3
1 N

X = min{ }—min{ - > }
© N=3'D, 4 D7 30ms’ 75ms

= 0.033333




Considere um servidor de email que ¢ composto de um processador e duas
unidades de disco (disco 1 e disco 2). Cada transacio a esse sistema, faz sete
acessos ao disco 1 e oito acessos disco 2, assim como dezessels acessos ao
processador. O service time do disco 1 e disco 2 ¢ 20 e 30 ms, respectivamente.
O service time do processador ¢ 10 ms.

Qual ¢ o dispositivo “gargalo™ do sistema”?

Qual é o tempo de response time do sistema?

Qual ¢ a utihzacio maxima da configuragio atual desse sistema?

Qual & o throughput maximo desse sistema?




[Ser@peracional

Utilization Law:
Forced Flow Law:

Service Demand Law:

Little’s Law:
N=XxHk

Interactive Response Time Law

N
R_E_E




MEEEIageEm C de F BNOMENOS
Aleatorios

Modelo

' Probabilistico

Resultados

Validacéao



J\/Jodelo!'d'e e

EXPENMENLOrE Um! conjunto de condigoes sob as
gueisitmaivariavel e ebservada.

. OutcoreXiesultado) de um experimento € o
resultaderdertima observacao (ponto amostral)

2
o

v , -
3. Espaco Amostral (©Q) € a colecao de todos 0s
possiveis resultados do experimento (pontos
amostrais)

4. Evento (E) € um conjunto de pontos amostrais.



“Umreventor e Urmias o@géo de zero ou mais pontos
 amesHiEIS(Evento)elementar) de . Um evento £ ¢

urr-' lhconjuntc de 0.

Q) € 0 evento universal e o conjunto vazio €
presentado por[i}}

QeSS
AcS = Ae S

ABes=AUBANBEeS



Espat;o amostral

Intersegao

Q%e ntoB |




g

~ einolegiate Definicdes

e
—

Dek
=N
e E; = QO — E;- Complemento
 E; = E|\NE,, intersecdo
 E, = E;UE5s, Unido

Para n eventos "
ard | JE =E, UE,...UE,
i=1

()E =E,NE,..nE,
i=1



| Eventos muttiamente exclusive

—DeiEeVentos sao mutuarn
Espaco

‘/ Amostral

Evento B

SSE




r . | - | < | ’
Preopabilidade
SRrebabilidadere umivalor numérico que
[EPrESENRLal a chiance q%e um evento
DCOlTa: m— :
' Oswaleres de un robabilidade estao entre
U -
A proebabilidade proxima de O representa

grande improbabilidade de ocorrencia do
evento.

A probabilidade proxima de 1 denota que a
ocorréncia do evento € guase certa.



EVENIOS e suas
RPlrepabllidades

.
UIlEvEenierertimearcelecan de pontos
AMOSHEIS \ probailidade de um evento é
d SOMaLEEsS ppt:&_e idades do pontos

~ amaostrais.

-

o

Se pudermos identificar todos os pontos
amostrais (eventos elementares) de um
experimento e associar probabilidades a
eles, podemos calcular a probabilidade de
gualguer evento.



Modelo de robabilidade =

S

" :
=5paG0 amostial (Q).. um conjunto de todos
95 Possiveis  estados” observaveis (eventos
clementan) de um fendémeno aleatério.

(”Jru.m da'!/" [0} (5) um conjunto de
[0dOS SUB=CoN] de Q.

Probabilidade dos eventos (P): a
probailidade de ocorrencia de um evento
observavel.

PM € a tupla: PM = (Q), S, P.



, - > o " o
A delerde; Probabilidade

- _ -
Considere um experimento que consiste no acionamento
do condicionador de ar, com dois possiveis resultados
mutuamente exclusivos: § — Sucesso F — Defeito (Failure)

Portanto: () ={S, F}
S = {{S},{F},{S,F},¢'}

P{SP) =p
P{F}) =1-p
P({S,F}) =1

P(¢) =0




1 A prebabilidade dertim eventoirepresenta a chance de que o resultado
dENIMIEXPERIMENTO  resulterna ecorrencia do evento.

r muito resultados. Cada resultado é

N EXPERMENtO aleatorio pod I2
DONT entar) e tem uma probailidade.

0 amostrali(Eevento el
.JmJ el ( ) €

/4

Um esgag.amoslggi.ﬂ‘": um conjunto de todos os possiveis “estados
observaveis (eventos elementares) de um fenomeno aleatorio.

Finito (ex.: execucao das agoes associadas a opgoes de um if;
dois resultados)

Countavel (ex.: numero de vezes que “corpo” de um lago while é
executado; O espaco amostral por ser finito ou contavel infinito.)

Continuo (ex.: tempo de falha de componente)



AXIOMas

-~ Espacoe de P 'J idade: OS = (Q,S,P)
o PararguialguerteventoiA, a proabilidade de A é:

Z (!‘\)/O T/ r\ )
‘ -
.. P(ONED

3.5e A e B Sao isjuntos, entao:
P(AUB) = P(A) + P(B)



Sejam A'e

ke

AN(EBlcon

P(A) = 1-P(A)

4. Se A e B sao dois eventos que nao sao mutuamente
exclusivos:

P(A u B) = PA) + P(B) — P(A" B)



; PNSeguencias:

_ﬂEv'enw;) mutiamente exclusivos

—

P(UA) ZP(A) > P(AA)

i>

+ZP(AAAK)— H-1)PAA,..A)

> >k

Principio da'iicltisao e exclusao (acima)
Um metodo muitormelhor €:
5. Soma dos Produtos Disjuntos (SDP):

Py LJJ A PlAD)+ PlAI N A)+ P(Ay nAgmAg) + - -




FENOIIENOG alEatONo:
DEISHESTItaEEsIEENm 5%\»‘@ o[<N ndlgao em um if

Staternelil
&J hen I
2lse £;
2=A . Conjunt e resultados
S ={@ {E}, {7}, {T E} }; Conjunto de todos os
eventos
P={0, ¥, V>, 1}; probabilidade atribuidas

NN
'



r, ru_) e uma funcao que
0 realla cada resultado
I) de um experimento

\ i O, - 4
Variavel Aleatoria é uma fungdo que reflete o
resultado de um experimento aleatdrio. X: @ — °R.

{o: o e Q, X(o) <X} X e R.



Variaveis Aleatorias

RESUMC

“\Wariaveisialeatorias continuas assumem
JualsgUerValores no' intervalo [a,b], onde

g < 7| < D) < o

' Variaveis aleatorias discretas assumem
apenas Valores: discretos.

ce



Variaveis Aleatorias

RESUMC

BerEdade Markovians
—AUSERGIENde Memoria

~ \VariaveisiAleatorias com Propriedade
~ Markoviana,

Variavel Aleatoria Geométrica
Variavel Aleatoria Exponencial



Variaveis Aleatorias

Restimao

h k

NProbabyaIEsS function (pmf) — Seja © um
~ espagGo amost'ra%d]» reto. p(x), que denota
- uma pmifdertma variavel aleatoria X, €
definidal por p(x) = P[X=x], onde x assume
valores de ©.




Variaveis Aleatorias
RESUMC

“EiRGEe de Disthiblicao de Probabilidade
Acumulatva(CDF) de ur@variével aleatoria X,

- denotadaiporiEx); e definida por F(X) = P[X<x] V x € R
F X) é uma funcdo monotonica ndo-
decrescente ‘bque 0<F(X)<1, onde F(-) =0
e F(w0)=1

F(X) = Zygx p(Y) = F(o0)= ZVY n(y) = 1



Aleatorias [ arenetcs |

Probability Density Function

Umi experimento aleatorio com
dois resultados possiveis (X=0,X=1).

pmf( probability mass function) de X € dada
por: P(X=0) = 1-p e P(X=1) = p, 0<p<1



Considererim experimento aleatorio
independentes com dois resultados possiveis ( 0 e

mplo) realizados n vezes. A variavel
aleatoria € o numero de vezes que se tem
resultado 1.

n
pmf de X € dada por: P(X=Kk) ={ k} pk (1-p)n-k
k=0,1,...,n

Ver slides de medicéao



Aleatorias

_ Considerer um experimento aleatorio

INdEPEndeEntes com dois resultados possiveis
(0re 1"por exemplo) realizados n vezes. A
variavel aleatoria € o numero de vezes que
se realiza o experimento para se ter o
primeiro resultado 1.

pmf de X € dada por: P(X=k) = p (1-p)"k
k=0,1,...




Variaveis Aleatorias
RESUMC

—IDISEIELR
—\ValorMedierou \,@]Jc ‘Esperado
./<_,|—'|-/<J—'§v; P(X k)

b na Unrz}o ‘de uma variavel aleatoria
(Y— X)) € Uma variavel aleatdria com
Valor Esperao

E[f(X)] = 2y f(k) . P(X=k)




ridveic Aleatdri
ValiaVels Aleatorias
RESUIMC
iy
S DISEHELA b i
PESITONTOMIENTO! (em torno da origem) de
Urma Velievelfaleatoria X € @ valor esperado da
EESIENIOLENGic e
b X0 = r,|‘/<n = Kk, P(X=k)

v,

" n-ésir ! o' momento central de uma variavel
aleatdria X é o valor esperado da n-ésima

poténcia da diferenca entre X'e o valor
esperado de X (E(X) = X)

(X-X)= Xy (k-X) . P(X=k)




Variaveis Aleatorias
RESUMC

m Piereiz] |
—O) orinfllre) mi)me J,n e 0 valor esperado.
— ORNINIEICIMOMENTC central é 0
SOSEYUNGo memento  central (variancia)
Var)=02 = (XX)2 =2 (k-X)? . P(X=K)
O coeficiente de variacdo € a
normalizagao do desvio padrao
= R




Variaveis ; \J atorias
RESUMO

Fiirlezlene z de VJ.or entos
= Dadaplifiewariavel aleatoria X, a fungao
gerahiz ae momento M,(t) de sua
- dIStrbUIGaeIC t»(Riaabllldade e 0 valor
ESPErlc QJJ (E
- My (t)=E[*

=2, e px(x) X discreta.

= | HF(x) dx X continua.



i |z‘CIE Momentos
+"t2X2/2I SR X/l +

- — - + — - - - + LN ]
T20 5S040 40320 362880

Para a=2, tem-se:

2 4t 2-t 4-t
:1—:t+:t——_+—_——_+
- | . |

Tomando a esperanca:
E[&X] = 1 +E[XIt + E[XA] 227 + E[X"] t/r!
+ ...



Variaveis Aleatorias
RESUMC

Ao

" RIesedimentopariaiobtencao dos momentos
»

IVl ,4( F) gnaliticamente para uma uma
cula;

Achie E[X] = r/dtf M ()],




Variaveis Aleatorias

RESUMC

—HDISEreta

= Sarplelt])]]
»

PeTeIEU0} p;
- Valor ESperado = p,
\ Variancia= p(1-p),
Coeficiente de variacao= (1-p)/p
Funcao geratriz de momentos

My(t) = g + pé



PN . I, Tl '.
8 el rrigtr oSl o)

_VAIOIFESPErAdo= np,
~ Variancia= np(:
oeficiente de variacao= (1-p)/np
Funcao geratriz de momentos

My(t) = (q + pe)



Variaveis Aleatorias

RESUMC

—HDISEreta

—GEOMEHC

PelIEHOHRP;
- Valor ESperado= 1/p,
~ Variéndia= (1-p)/p?,
Coeficiente de variacao= (1-p)
Funcao geratriz de momentos

My;(t) = pet/(1-ge)



Variaveis \Jé«- orias
RESUmMC

S Gentinta )
SUmeENanevel aleatonia que s pode assumir
gualqUERVEIer NO ﬁt:} aI a,b], onde
- -oo=a,0=F00, € der ominada Variavel Aleatoria

COI]I‘JIJJJ
- Cumulative D/ tr/but/on Function (CDF)
FX) = PXx)

Se x < y entao: F(x) < F(y)

P(x<X<y) = Fx(y) - Fx(X)



Variaveis Aleatorias

RESUMC

Ao

| Coptiniz .
SOl ENDISaBUHor unction (CDF)
F(X) = P(X<%) v
~SEp#< y entao: Fy(x) < Fy(y)
 POXEY)I= Fy(y) - Fu(x)
Probability.density function (pdf)

P ()= aF () ] 2

FlX) 20

‘ )

\

400

Jf(x)dx =1



Variaveis Aleatorias
RESUMC

Ao

a Contfplile] -
OB EDNIYAGESILYUNCHON (P df)
_ I(</<) — Jr/ A)/ ax
SComBNE (X)) Nao € de rescente entao fy(x) > 0

‘ ';"QO i

‘ £ ((\x /< = 1
P(x1<X sxz) x1 £ (X) dx

P(X=x)= I: f(x) dx = 0



i

AL L
Variaveis Aleatorias
RESUMC
B Coptirtf] e
= Vallog Medio gu\VEllaglEseelele

X =E[X] = J_w,g 00
Uma funcao de ur varlavel aleatoria (g(X)) e
‘ uma varidvel eatorla com Valor Esperado

E[g()] = = |, 9(x) . fy(x) dx



Variaveis Aleatorias
RESUMC
m Cojpltinltlel

SNIPES IO OIMENTO

0 |
+-00

ROMED] = I, X" . f,(x) dx
—n-ésimomomento central

XK= 1. (x-K) . £(x) dlx



Variaveis Aleatorias

RESUMC

Ao

B Cojpjr]pllle] e
SOESEHUREONNOMENLO central (variancia)
»

+00
=X = [, (x-X)2 . fi(x) dx
- 0 coeficiente de variacdo e a
normalizacao do desvio padrao
Cy=0/ X



Variaveis Aleatorias

RESUMC

BerEdade Markovians
—AUSERGIENde Memoria

~ \VariaveisiAleatorias com Propriedade
~ Markoviana,

Variavel Aleatoria Geométrica
Variavel Aleatoria Exponencial



N
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Protabilidade Condicional

_FSEJeMANIMIEVENTLO il O
AIIUEIIGIET U o
dgjefzlee) clrnlosire] | ek | A ANM M
Probabllisaeesde gue
“ocorfa UmPeventor 4
uma vez gue M tenha Caso M c A entao P(A/M)=1
ocorrido€ denotado - 4 amantio
por P(A/M) que é

definido por: P(A/M)= P(A)
P(A/M)=P(A~ M) P(M)
P(M)

P(A/M) € indefinida se P(M)=0



Propebilidade Condicional

~ Caso Mo .

Caso A = Mentao
P(A/M)= P(A)
P(M)



- .

PIStHPUICa0 Exponencial

ot -

B ANSES cemmoenty in rel - & queuing theory.

m A noneegative continuous random variable.

B -

m [t exhibits memoryless property (continuous
counterpart of geometric distribution).

m Related to (discrete) Poisson distribution

95



— [IEMpPO GE CIT
- Qge \/JL)

— Tempo de falhas, tempo de reparo, de reboot etc.

-

m Se a distribuicao exponencial nao é apropriada,
uma outra deve ser adequadamente escolhida.

96
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DiStbUIGa0 Exponencial
<

mPeRExemploy distribuicaoc\Weibull e

COMUMERLE Usada para representar tempos de

il

falnas ’

I A'diStrisuicao Legnormal € muito usada para

representar tempos de reparo.

m Markov modulated Poisson processes sao
muito usados para representar chegada de
pacotes IP que nao obdece tempo entre
chegada exponencialmente distribuido.

97



ponencial —

1) atoria Exponencial
)] ' 4 f(t) = ret, O<t<oo

CDF(t) ={1 - e M O<t<oo
0 , caso contrario
Valor Esperado
E(X) = 1/A
Variancia: var(X) = 1/ A2
Propriedade:
Nao possui memoria



st

o

0,010 -

0,008 -

Density

0,004 4

0,006 -

Distribution Plot
Exponential; Scale=100; Thresh=0

caoEXponencial

P{X>t} = e M
= 0,449329
A=001 =

E[X] = 1/» = 100
t=80
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20 E.) ponencial .

80 160

Disiriel]iez

- v L.

Umiexem r)JJ o

PIX=B0} = R =0/449309 -‘

P{X>(B0BON| X > 80} = P{X>(80+80) A X>80}

P{X>80} Probabilidade
0} P{X>1607} Condicional

P{X>(80+80) | X > 80} = e001x60:80) = g001x80 = (), 449329

@-0,01x80

P{>( 0+80) | X

P{X>160|X>80} = P{X>80} = 0,449329




Distrigtllezlon= nenC|aI .

t t+u

Veavel r\Jr*.J (Ofid _.,<r))r \cial t

-
rf = s X>t UAX>T popabilidade

| P{X>t) Condicional
POt | X >t} = P{X>t+u}
o P{X>t)

P{X>t+u | X > t} = eMttl) =lg7U = pIX>u}
e-xt




Dd

DIStUIGCa0
rConunta

Exponencial

— EXponeneial
IPElAIfENoRA,
~ ValorFEsperado: 1/ 2
Variancias 1/
Coeficiente de" ariacao: 1
Funcao geratriz de momentos
My(t) = (1-t/a)



Lembre-se destas formulas

fOo<z <
otherwise

here A is a paramter and the base of natural
logarithm, e = 2.7182818284

Ae M if >0
otherwise

Pla< X <b) = fbf(:r:)dx — F(b) — F(a)
g e—Xa _ o= Ab

104
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0, if S hasfailed
1, if Sisoperational

Xs(t) = {

States of Xg(t)

The memoryless property can be demonstrated with conditional reliability:

Pe(T >x+1)
Pr(T > t)

Rix|t)=Pr(T >x+t|T >1t)=

e—k(t-l—x)

= —— = e~ = R(x), x > 0.

106
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bUiGeo Exponencial

-
-

ST ExponentialDistribution A = 10 =
NormalDistribution 4 = 0.1,0 = 0.1 R(0.1)=0.367879 E[X] = 0.1

R(0.1)=0.5
R(0.2)=0.135335 R(0.2]0.1)=0.36788
R(0.2)=0.158655 R(0.2]0.1)=0.317311 {_ ) o

uuuuu [E] ol . | 3 36#!.'
= ‘ Liazaaban [Hhecd 3} Dustput wabae; :
0 FETEFINZ i

Lo s
o of mean [l Scale Janbdal ﬂ

Srals o S0 [zsgrmal

Paclabdily densily funcion Cismiskativi distribedion lunchion

Privbiasbviy ditrcdy | bor

— -
ri Ay .,
J i,
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St agao Hiperexponencial

fx(x) = qun._,- e "t x>0,
i=1

variance:




DISHHUIGAONHIPErEXPC nencialyl

>%‘>

§

l=e#t), =0

HIPEEXPOREnCcIal
= Parérianirosi<

= \Vzllof Egpareiclo; N Flg=2 )

J

Coeficiente de variacao: sqrt(2x(1/X)? x Z,_;qy/u? - 1) > 1

k

Variancia: 2 Zi_q Qi1 - X2



DISEHbUIGE0, HIpere) pnencml{l:>

HIPERE ,<r)JrJ~\rJ(“J,JJ -
~ Umeraistibuican de -conheada de X e
,,czl DOUE SEr aprc imada POr UM3  p
JU” Entr OS5 l@ Kis H2,91, G2
Y'ﬂ -Sqrt(qz/q1 (c2-1)/2))*
,=1/X". (1 + sqrt(q,/q, - (c? -1)/2))*
CI1"'C|2—1r i, 9,20 py, py>0




DisufibUIGaeHiperexponencial ¥ N

A=0.01 Ah = 0.004

Flpx ] 1= Axe™e q-0.4 Hiperexponencial

- fhix ] 1= gxihxe™™
m = j txf1[t] dt =100
H]

sd =J (jmtzxfl[t] dt -m?| =100
(]

0.010 |

mh = jtxﬂl[t]d]t 1aa

gdh = ,J(It xfh[t] dt - mh)

0.008 -

oo Exponencial

0.004 -

0002 -




PEREANGEK

1-eknt 2J= 0 (kut)j/j!, >0

00 = (KK (k-1)! Jeket

- r'f] ]énrr‘)_,
Valor =SPErado: k/u
Variancia: k/

Coeficiente de variacao: 1/sqgrt(k) < 1
Funcao geratriz de momentos

My(t) = (1-t/3)*



mean:
variance:

coefhcient of variation:

oy ke
Phase 1 Phase 2

e~k > 0,k=1,2,...,

Distribution Plot
Gamma; Scale=100; Thresh=0




-

0 desconhecida de X e c<1 pode ser
aproxmada%

Distribution Plot
nma; Scale=100; Thresh=0

K= [1/c2]
u=1/(c’kX)

500 1000 1500 100
X




Density

’

&

-rlar

Distribution Plot
Gamma; Shape=1; Scale=100; Thresh=0

0,008
0,010

0,008 0,006

0,006
0,004

Density

0,004 0,003

0,002

0,000 0,000

T T T T T
100 200 300 400 500

Distribution Plot
Gamma; Shape=10; Scale=10; Thresh=0

Distribution Plot
Gamma; Shape=2; Scale=50; Thresh=0

Density

T T
100 200

T
300

T
400

o Distiibuicao Erlang

0,010

0,008

0,006

0,004

0,000

Distribution Plot
Gamma; Shape=100; Scale=1; Thresh=0

ape=tfase, Scale = valor da fase)

Distribution Plot
Gamma; Shape=5; Scale=20; Thresh=0

T T T
100 200

T
110




PiStribuicae; Hipo-exponencial

-

AvdistrbuicaeINpoeEExpenenciall € umal generalizagao da
dis IGa0)de Erlang guandor se admite fases com taxas
diiené .

coeflicient of variation:




(np/op)? - 1 <v < (up/op)?

A= 1dy dy=pn (v +1) op? — yrpd)/(y+1)
A =1/dy dy=ypp = VGGA+L) o2 — v/ (y+1)




JJ xponenual

- \ ‘
ANEISEHBUIGaG hipe-Exponencial € uma
Jeneralizacaerdardistribuicao de Erlang
, gUandersEladmite s ol R
- diferéntes,. .
Paralumavariavel aleatoria com
- distri buiCe a0l hipo-exponencial com duas
fases i, ¢ 1, tem-se:

It:X(()X)_l- [y /(e pq et + [y /(uy- py)etest],
>

()= [(uy 1)/ (g - pp)] (eht- enyt), £0




-ﬂ; ‘

DIstHBUICa0e Hipe-exponencial

“IGIPEEEXPORENCIa]
g CIEMIENWOST L, 1y,
ValoEspErado: 1/, + 1/y,
Variancigdl/p? + 1/u2,
e |
Coeficiente de variacao:[sgrt(u?, +u?, )/

(g + )< 1



DistBUICa0 xponencial =)

“centinta L .
_Umardistiibuicao desconhecida de X
~ comopaloresperado e 0.5< c? < 1
" pode sefaproximada por uma
- Hipxehcial
w,=(2/X) {1+sqrt{1+2(c2-1)]}!
1,=(2/X) {1-sqrt[1+2(c?-1)]}"



DIStEBUIGaeHIPe-exponencial o

L AL

_ICERUIUE
—Peliciliievariavel aleatoria com
distrpBicarhipo-exponencial com k fases
€ taXas s ,,’ tem-se:

r*)

a;j= Hj=1,j¢i[uj/(uj'ui)] , 1<i<k

K
Valor Médio = 2_; 1/,



rlaveis Aleatorias
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The model consists ot & phases in series with exponentially distributed
times and rates pq, o, ..., . After phase j, another phase 7 + 1 follows
with probability a; and with probability b; = 1 — a; the total time span
is completed.




Distriblicao Cox PE

Case 1: ex <1 |
' - L —— ' ::}—'ooo“"—'
pi=p j=1,... .k, @\1
1 = = -

by =1—ay

k4bi(k—1)(bi(1—k)+k—2)
_ pz |
Ck+bi(k—-1)((1—k)+k-2)
- b1 + k(1 — by)]? |

var (X )




ps +apt(2 —a)

var (X) = ————
M1 H2
o w5 +api(2—a)

ch = . —
& (H2 + ap)?




Variaveis Aleatorias
RESUMC

= Urr)z) f,mvjo cla | fflz) Veliavelaleatoria
C(=i0X)) SUEREITEN el aleatoria com
Valor m;er,JJJ

L = SEO] = 28 f?(:( D(X=k)

SUMENUnGEEIdE Uinel varavel aleatoria (Y=
g(X)) € uma variavel aleatoria com Valor

ESPEado™®

Funcao densidade de
Probabilidade de X

-
E[g()] = = 1, g(x) . fi(x) dx



Variaveis Aleatorias

RESUIMC

ISENI I = X
— Valor Esperaclo

s £[1(,)] = 20
| -
;a‘fnﬁa 4
VarliCOIEEEIIS E(f(X))17]
—E[(X-E(X))2] = EC@)I— [E(X)]2 (Variancia de X)
=Var(X) = 6?2



s, Alegtorias J

asimo

Var(aX +b) = a® Var (X).

e[S iloTfe=Tol Var(aX +0) = E [(aX +b) - E(aX + b))’

=E[aX +b— (€E(X)+ D))"
= E (aX —aE(X))*

— E(E.I-EI::..:’: - E(X))*= a®E(X E(X))? = a® Var(X).



Valrleinciz)
BR Vai() =




Variaveis Aleatorias
RESUMC

—

—

Var(Y(X)) = 22% Var(X) = 20



\/,JrJ,J\/r‘J“'" atorias
R\e:,,Jrrln

QUERGBREI(T)EmU JU complicada, os calculos
cla E(i0X)) 2" VE11069) odﬁm ser dificeis.
"POOE-SENODIENT grr Ximagoes de E(f(X)) e

\ ar(iC9)HFExpandingo-se Y= (X) (serle de
Ta r)f Ertrés termos (para a media).

8

= F(E(X)) + [(X" — E(X)) x F(E(X))] +

[(1/2)><[(X E(X))?] x F(E(X))] +|§

Resto da expansao




Variaveis Aleatorias
RESUMC
N
AHIERX)) + (X = E(X)) f’(” i [(1/2) ><[(X—
EC)A =0
- HEQQ)] - 216 ‘E<x>> FE(X))] +
rr L) IXEEGO)?] x f(E(X)) ] + E(R) =
)] { ff(' [ E[F(E(X))] x E[(X — E(X))*] +
E(R)

-+ (L2 f!(X)) Var(X) + E(R)
= - (1/2) f"(E(X)) x Var(X) =

E(f(X)) = f(E(X)) +[ (1/2) x f*(E(X)) x Var(X) ]




Variaveis Aleatorias
RESUMC

APHOXIIIEGE0 ( é ierde Taylor) do Valor
ESPElCUIEN/SanCial para Variaveis
zllezitdriz que SaERiliNGa0 de Variaveis
d Jlejr]JJ -
- S€ja « uma variavel aleatdria com E[X] e
Var( SUPOI ha que Y=f(X). Portanto:
>E[Y] = f(E[X] T FEDXT) x Var(X))/2
>Var(Y) = (f'(E[X])%Z % Var(X)



Variaveis Aleatorias

RESUIMC

AIOXIIIECaONSERIENdENNiaylor) do Valor Esperado e
VelERBENEIENEEVEIS EIEatoria que sao fungao
de variavels dleztorizgi

Supeiha tma Variavel aleatoria t, onde E[t]=20s

- elVar(ty=s5:"Considere uma fungao-v{t)=dt* =
- 10Ec L 4(
VN e
V(6 =205 02

E[vD)] = v(E[t]) + (v(E[t]) x Var(t))/2

E[v(t)] = v(20) + (v(20) x 5)/2 = 50,625 m/s
Var(v(t))=[V'(E[t])]? x Var(t)

Var(v(t))= [v(20)]2 x 5 = 12,5 m/s



VelaveistAleatorias Multidimensionais

=XPERIMENLO =

| X5, -+, Xi Variaveis aleatorias que
associam um numero real X;( ), X5 (), ..., X, (©)
a cada resultado

[X{, X5, ..., X,] € chamado de vetor aleatorio k-
dimensional.






Valiavels Aleator Multldlmensmnals

Resl mo
-

| Naniaveis Aleator uJ dlmenS|ona|s (vetores
aleatoriosibidimensionais)

T SERE v.JJJr;;»;pJ veis de [X;, X,] formam um
~ conjuntesinito ourinfinito enumeravel, [X;, X,] €
Ve eIgelEaorerdisereto bidimensional.

Se 0s vaﬁ’es possiveis de [X;, X,] formam um
conjunto nao enumeravel do plano euclidiano,
[X1, X5] € um Vvetor aleatoriorcontinuo
bidimensional.



, . e
“ REesumo

"é(!'éxeis Aleatorias Bidimensionais (vetores
e

aleatoriosibidimensionais)




/0

Variavels Aleatorias Multldlmensmnals

onde p(Xy, X5) = 0, V Xy, X,

ZZ p(Xy Xz) =1

X X5

Distribuicao de probabilidade de [X;, X;]

(D4, X, ] p(X, %,)), VX, X,



17 XZ) = Ol \Y (Xll XZ) e R X{1x X2
€ a fitinGaerde densidade conjunta.




VeraveistAleatorias Multidimensionais

g - 3

' ) = s | ‘
- Probabilidade

pl(xl) — Z p(Xw X2)1 VX,

A distribuicao marginal de X, €

P, (Xz) — Z p(X11 X2)1 VX,



- ‘ . Resumo

RPrepapilidade Marc

1/30
1/30
1/30
1/30
3/30

p.(x)) 7/30

2 3
1/30 2/30
1/30 3/30
2/30 3/30
3/30

7/30 8/30

4
3/30

4/30

7/30

5

1/30

1/30

avelgmeatorlas Multidimensionais

inal: Caso Discreto

P2(Xy)
8/30
9/30
6/30
4/30

3/30
> p(x)=1



VakhiavelstAleatorias Multidimensionais
REesumo
-
~ Probabilidade Marginal: Caso Discreto

E

o)
>




VeraveistAleatorias Multidimensionais

g - 3

AP ..
- Probabilidade IV
" Caso Continuo  a distribuigdo marginal de X é

f (%) = f:f (X, X;)dx,

A distribuicao marginal de X, €

f,(%,) = f:f (X, X, )dx,




£

Valiavels Alez

orias Multidimensionais

sejamPiie Y duas variaveis aleatorias e seja

L=X+Y.

Portanto E[Z] = E[X +Y] = E[X]+ E[Y]




Alegtorias Multidimensionais

,, Resumo
s

mLinearidade do Valor Esperado
Considerando X,Y e Z variaveis aleatérias

discreta, temos que::

E[Z]=E[X +Y]=
ZZ (X+Y)P(X+Y) =" (Ver exemplo da pagina

y seguinte)

Zx pX(X)+Zy p, (y) =
E[X]+E[Y]




mLinearidac

e do Valor Esperado

\er
Tabela
Oriqginal

Xx2,x1 0 1 2 3 4p2(x2)  [x2 p(x2)
0| 00333 00333 00667 0,000 00333 02667 0

1| 00333 00333 01000 0,333 " 0300 03

ol 00333 00667 0,000 " 02000 04

3| 00333 0,100 " o01333 04
40,1000 [ 0,1000 0,4

nl(x1) 023337 023337 02667" 02333° 0,033 200000 1,5000
1,6000 0 0233333 0533333 07 0,133333)xLoncd) [EDQ
E[X1] EfX12}=_3,1000]




//,Jr aveistAleatorias Multidimensionais

‘ . Resumo

mLinearidade do Valor Esperado
Considerando X,Y e Z variaveis aleatorias

continuas, temos que.

E[Z]=E[X +Y]=
[ (x+y) (x4 y)dxdy =

r:xroof (x+ y)dydx + J +Ooyroof (x+ y)dxdy =

E[X]+ E[Y]

[y ()dx+[ Y (y)dy =




/JFJJ\V"JS Aleatorias Multidimensionais
/d". " Resumo

* sLinearidade do Valor Esperado
De forma mais geral, considere Z, Y e X

variaveis aleatorias continuas, onde

Z(X,Y) = aX+bY, e a e b sao constantes.

E(aX +bY) =aFE(X)+bE(Y)




Aleatorias Multidimensionais

, . AG
“ Resumo

mLinearidade do Valor Esperado
Prova:

E(aX +bY) f f (ax + by) f(x,y)dxdy

=f_ /: laz f(z,y) + by f(z,y)|dzdy

=fm /@ aa:fmy)dmdy+fm /m by f(z,y)dzdy
:a,/ U fmydy]d:z:+b[ U f:vyd:v]

:a,/_zxfx(x)d:r:er/m yfy (y)dy

— 20O

= aE(X)+bE(Y).



Aleatorias Multidimensionais

sLinearidade do Valor Esperado

Este resultado pode ser generalizado de forma que:
para a,,...a, constantese qualquer variavel aleatoria multivariada (X,,...X )

IE(:ii:a@X}) -:§:cqlELXg)

1=1 1=1

Se E(X,) ndo divergem.




\aneveistAledtorias Multidimensionais

‘/ | Restumo .

Linearidade do Valor Esperado
Sejﬁmﬁ,e YodUasivaniaveis aleatorias independentes

PortantoE[Z] = E[ XY ] = E[ X ]E[Y]

Prova:  E[XY]=2 2> xy;p(X.y;)=
Zinijxixi)pY(y,): (dado que séo independentes)
ixjy,-px(xi)Zy,-pY(y,-)=
IIE[X]E[Y] |



PortantoVar[Z]= Var[ X + Y]
= Var[X] + Var[ Y] + 2x Cov(X,Y)




SAleatorias Multidimensionais

, ‘ .
‘ - Resumo

Semiade Variancias

Var|X + Y]

E[((X +Y) - E[X +Y])?]
E[(X +Y) - E[X] - E[Y])?]

= E[((X —E[X])+ (Y —E[Y])?]

E[(X - E[X])* + (Y = E[Y])* + 2(X - B[X])(Y - E[Y])]
E[(X —E[X])*1+E[(Y —E[YD*]+E[2(X —E[X])(Y —E[Y]
E[(X —E[X])*1+E[(Y —E[Y])*]+2E[(X —E[X])(Y —E[Y]]

Var[X] + Var|Y] + 2Cov(X,Y)




@ieVeIstAleatorias Multidimensionais

" g Resumo

Sermelde Variancias

Cov(X,Y)=E[(X -E[X]Y -E[Y]]
= E(XY —YE[X]- XE[Y ]+ E[X]E[Y])

Devido a propriedade de linearidade do valor esperado, temos:
= E[XY]-E(VE[X])-E(XE[Y]) +E[X]E[Y]
= E[XY]-E[YIE[X]-E[X]E[Y ]+ E[X]E[Y]
=E[XY]-E[X]E[Y] (Se XeY forem independentes)

] . i Ver também
=0 (devido a linearidade) o slide101




avel!xlea torias Multidimensionais

‘ . Resumo

€ Varianeias

Var(X +Y) =Var|[ X ]+Var[Y ]+ 2Cov(X,Y)

Dado que se X e Y forem independentes, tem-se Cov(X,Y)=0.
Portanto:

Var(X +Y) =Var| X ]+Var]|Y]




Ay, SAEAtorias Multidimensionais

74 Resumo
— -

OIMENdE; Variancias

Var(X +Y) =Var[ X]+Var[Y]

O teorema acima pode generalizado para n variaveis aleatoria

Mutuamente independentes Xi,... X, com constantes &,,---&,

Var[z a, Xi} =Y afvar[X;]  Vertmber
=1 =1



Aleatorias Multidimensionais

/ ‘ » Resumo
Somajde Variancias

Var (X —Y) =Var[X]+Var[Y]

Dado que Var| > a; X; |= > a*Var[X;]
=1 ] =1

Pois a, —1le a, =—1
Var[X —Y]=ajVar[X]+a;Var[Y]
= (D)*Var[X ]+ (-D?Var[Y]
=Var[ X ]+Var[Y]




" Orientagdo para Modelagem de
o iy Desempenho

Distribuigoes
Poli-exponenciais

530 apropriadas?

Conhece

Solucdo

Analitica?,

k

Solucao Analitica

Espaco de

Estados & finito Simulagao

SI m E tenho recursos

Para sua avaliacio?

Solucao Numérica
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95/ EStocasticos

MIE0 por um conjunto de variaveis
aleaLoNas) ]
WO EENEOREENX () eima variavel aleatoria para cada t € T.
& denominadoppanametro e cada valor de X(t) sdo estados.
P[OCESSO) EeLeashico, Markoviano & um processo estocastico
onde as Variaveisialeatorias nao dependem da historia passada.
Tipos de Pr-'~:*c Estogésticos

Processos de espaco de estados e tempo discretos
(Discret Time Markoyv. Chain - DTMC)

Processos de espaco de estados continuo e tempo discreto

Processos de espaco de estados discreto e tempo continuo
(Continuos Time Markov Chain - CTMC)

Processos de espaco de estados e tempo continuos



— Um _).JL)-'(”Jri.JJ‘]'i'JPJ?‘ estado S é definido com fechado

f'/JJl-’J) SENVS I ERS WSJ- zS.

Um estado e absorvente se ele € o Unico membro de
conjunto fechado de estados S.

Um conjunto fechado de estado S € dito irredutivel se

p; >0 Vs, s; €S (todo estado s; € alcangavel de qualquer
estado s).



J Ol) CVaESENI0IS|C ,br)scrc S ssouados a ausencia de memoria:

0do estadoipassado € irrelevante.
2 @ tempo gue 0 processo passa em um estado é irrelevante.

Processo Estocastico -»gmi-Markoviano € uma extensao de um
processo Markoviano onde a restricao 2 € relaxada.



-

CORUUBSYIE Markov Chain

EQUEGEeHE Chapmaﬁﬂ olmogorov
Considererumeneiic (nao-hor rgél’@a) IX(t): =0} com
'ESPACO AENESIAUD }9 ,1,2,...}. Vamos usar i,j e k para
- denotafestatositipicos e s,u e t para denotar parametro de
te 10 . ‘_
Para 0 < s < t, considere p;(s,t) = P{X(t)=]j | X(s)=i}. Pode ser
representada ne rlna matricial por H(s,t) = [ py(s,t)]
A equacao de Chapman-Kolmogorov
pij(slt) = Zk pik(slu) pkj(ult); 0 <5 <l <
Na forma matricial, temos:
H(s,t) = H(s,u) H(u,t); 0 <s<u<t



BORWRUGSIME Markov Chain

_ EC]LJE](;"EJJO Ge CJ"]EJDHJE]?P' Imogorov
F(S, 0 = (SUYNE (U670 < y U <0
- SUBSHLUINCO UNIOINHE r. er t+h, enta
‘ '](“ l‘rr]) = r](_),l‘) r](f' )
Subtraindo=seramBbes os lados por H(s,t), temos:
H(s,t+h) — H(s -) =F s,t) [H(t,t+h) — 1]
Dividindo-se por h e aplicando-se o limite h — 0, tem-se:
lim,, _, o H(s, t+h)— H(s,t) = H(s,b) [lim,, _, o H{t,t+h) = 1]

h h
Levando a equacao diferencial parcial oH(s,t) = H(s,t)Q(t)
ot




BORUEYESYIE Markov Chain

EGUeeaerde Chapman-Kolmogorov
oHIE D= HEDRWE ™ (forward Kolmogorov eq.)
ot .

Onde Q(t) = limpsH( «

Os elementos de Q(t) sdo dados por

q;(t) = limy, o Bi(tt+h) =1 (D)

-

q;(t) = limy, _, o Py(t.t+h) ] (IT)

h




CORUIINOSYIIE Markov Chain
CONSIEErRNEON L) FEMOS: -
= lim; . , J,,(E_r.rn)__ (1)

h

"CJ]]('IE) — JJJT] 0 E .) (l" l"]-

-ﬂh

—

L t+h)

)= Iimy_ o1

r}
pi(t,t+h)

o(h) = hq;(t)

- hg;(t) + o(h) =1 - pi(t,t+h)  (III)



OIS IITE Markov Chain

~CensIceranaoN(IL); temaes: ,,
CJU<E) — “fﬂh () QI(E:E“}'h) 15 (II)
n '
QORI So (D), i
- a4

o(h) 4 hgy®) = pytt+h) iz
‘ .
- o(h) - hg(t) =-pytt+h) iz

- hai(t) - o(h) =-pytt+h) = (IV)



CONUIIUOSIITIE M c kov Chaln

=“hai@Fo)="1" p(tt+h) (I
- NguReYE== pittth) i (1V)

" ‘r () -y =1 - D;(t,t+h) - py(t,t+h))=

hg;(t) + hg;(t) = pi(tt+h) + py(t,t+h) - 1
Como 2 py(s,t) = 1, Vi, ntéo:

haii(t) + hqij(t) = 0

gii(t) + qij(t) = 0



OIS IITE Markov Chain

EGlece0 de Chapman- ;QJ nogorov

t)=0,Vi

i

Ou seja, a soma de entos de uma linha de Q é zero.



R

BORWENBS e Ve kov cChain

EGUEGE0 GE Cruj)rur Kolmogorov
L]

-

§ Ty
Para cadeic

éln(10) = 51(5,9)0)(0) o orward Kolmogorov eq.)
1omogéneas, tem-se:

Qt)=Q e  H(st) = 1(t)



BORWENBS e Ve ko v Chain

[z // Slale. fJf/,///J/_)
dil ) Bi(5)o) -4
dt »

- (homogéneas)

Em __,,,]JJ estacions rio (t—%), pode ser que
Iimt‘% __(.r exista.

Caso exista, entao Y. ¢ ng=1

dl1(t) = 0, entdgo [IQ =0
dt



GORLEYESYImE Markov Chain
I
UGOESIPalar Sieady-States

g > "
. j
. : 4y A
- [
. 3 i

- ONCENTENIOMECE a Steady-state probability de
- Um SiStemarestar no estado s

"' Solugees: Tiransientes

dIit) = Ti(HQ

dt

Onde nt(t), € probabilidade de se estar na estado
S; no instante t



COHWNOS e Markov Chain
"
WmaleMeie ditalirredutivel se p; > 0 Vs,
SIERS\((todo estadors; € alcancavel de
JualguEFestaao 5]$ 4 ]

j

[
f

~ Uma CIiME@finita, irredutivel e homogénea é

- dita ergddical (ergodic) se o vetor de
probabilidade @tacionéria (steady-state
probability vector) 11 existe.



BORUIENES IITIE // kov Chain
“ISOIUGEES Palal Steady-States

MQ™=0 Zslse's“j[? ‘
»

|
T Eliminacae de Gauss
~ Decofmposicao LU
Viétodo de Grassmann

Métodos It&atlvos
Power Method
Método de Jacobi
Método de Gauss-Seidel



oC bnqms e Markov Chain

Eliminaca0 delGauss — Método Direto

Considerthe CTMC:
A: 0.0001

0.1
1 x10™* —0.1001 0.1
0 2X107* —2x107*




Qg W yame Markov Chain

Then:

—0.1 0.1 0
(M, m ﬂu)(ttxw‘* —0.1001 ) (0)

0 2x107* —-2x 10
T, + M+ 1My =1
Therefore:
—0.1m, 4+ 1x10*m + 0 =
0lm, —  0100lm, + 2x10°'m, =0
0 0.1, — 2x10*n,= 0

T[E‘I‘ T[]_‘I‘ T[ﬂ:]_



me Markov Chain

We may consider the system:

—0.1m, + 1x107*m + 0 =90

01m, —  0100lm, + 2x10 *m,=0|

T, T T, + T, —1
Gauss elimination method

In Gauss elimination, the given system of equations is transformed into an
equivalent system which has upper triangular form; this new form can be solved
easily by a process called back-substitutior.

So, considering the system:

—01m, + 1x10 *m, + 0 =0(Ry)
0.1m, — 0.1001m, + 2x 10 *m,= 0(R5)
m, + T, + T, = 1(R3)




"

1. Transformation into upper triangular form:

First stage: Eliminate 1, from equations R2 and R3 using equation R1.

—-0.1m, + 1x107%m + 0 =0 (Ry)

0 - 0lm, + 2x107%m,= 0  (R,=R,+R;)
0 + 0.100lm + 01m, = 0.1 (R,=0.1R,+R,)

Second stage: eliminate m; from R3' using equation R2";

—01m, + 1x107*m + 0 = 0
- []:I.T[I + 2 :’{ 1[]_4“0 -
0 +  0.1002m, =




i
‘?quif}/ g5 JmesMarkov Chain

The system, now in upper tnangular form, has the coefficient matrix:

—-0.1 1x10™* 0
0 —0.1 2 X 107
0 0 0.1002

2. Solution by back-substitution. The system in uppe
triangular form is easily solved by obtaining m, from R3"

then m; from R2", and finally m, from R1". This procedure i

called back-substitution. Thus:
0.1

0.1002m, = 0.1 To = S lo0s =0.998002

2x 1074
—01m; +2Xx107%m,=0 o= o

2x107*
m = ~o01 X 0.998002 = 0.001998

1x107*
0.1

—01m,+ 1X107%*m =0 T, =

1x107*
M, = ~o01 X 0.001998 = 1.998 X 107°




Therefore:

[1=(1.998 x 10°® 0.001998 0.998002)
Result obtained through Mercury:
mM,=1.9960037251464553E-6
1m,=0.001996003862706791
m,=0.9980020001335681

A:0.0001




Cbnqms e Markov Chain

Galss=Seidel= Meétodo Iterativo

Considerthe CTMC:
A: 0.0001

0.1
1 x10™* —0.1001 0.1
0 2Xx107* —-2x107*




lterative methods provide solution by repeatedly applying a sequence of solutions which (under
suitable conditions) converges to the exact solution. lterative methods have the advantages of
simplicity of operation and are relatively insensitive to propagation of errors. They would be
used in preference to direct methods for solving linear systems involving several hundred
variables, particularly, if many of the coefficients were zero.

We may consider the system:
T, + T + M,
0.1m, 0.1001m, + 2 x 10 *m,
—-0.1m, -+ 1 x 10 *m, i+ 0

Convergence:




S
r‘ C e j[/mE’ Markov Chain

1. The first step is to solve the first equation for 1y, the second
for m;., and the third for ;. when the system becomes:

‘"31:121—'"32—‘“31 (1)
m = 01001 (0.11, + 2 x 10" *my) (2)

1x10 %,
T (3)

Ty —

2. An initial solution is now assumed; we shall use my =0, m; =0

and m, =0.

mg =0, m =0,m5 =0

3. Inserting these valuesinto the right-hand side of Equation (1)
yields Mg =1—m, —my

Mg =1



Gy, Uos ime Markov Chain

4. This value form,is used immediately together with the

remainder of the initial solution (i.e., 1; =0 and 1, =0) in the

right-hand side of Equation (2) and yields

m = (0.1m) + 2 x 10~ *mp)

0.1001

— —4 . 3
—0.1001(0.1><D+2><10 X1)=2x10

m =2x1073
5. Finally, the valuesmy = 1 and ; = 2 X 1073 are inserted into
Equation (3) to yield
C1x107*m; 1x107*x2x107° i
01 0.1 - 2x10
M =2%x107°
6. This second approximate solution
(my =1, m; =2 X% 1073, m5 = 2 X 107°) completes the first

iteration.

1
T




lmesMarkov Chain

7. Beginning with this second approximation, we repeat the
process to obtain a third approximation, etc. Under certain
conditions relating to the coefficients of the system, this
sequence will converge to the exact solution.

. Naturally, in practice, the exact solution is unknown. It is
customary to end the iterative procedure as soon as the
differences between the x(k+1) and x(k) values are suitably
small. One stopping rule is to end the iteration when

2

_ E k+1 k

Sk = |T[i _'“::l
i=0

2
So = Zh} — ;| = 1.002000
=0




oy
"/JJg!T}/ g5 ymestarkov Chairn

Secand approximation:
m=1-m-mM=1-2%x10°-2x103=998x10"1

2 = (0.175 + 2 X 10~ *mg

0.1001
_ -6 —4
= 51001 (0.1 x2x107°+2x107*x9.98
x1071) =2x103

™ =2x10"3

1x107*nf 1x107*x2x1073

2 _ _ — 2% 1076
2 0.1 0.1

w2 =2x10"¢
(m§ =9.98 x 1071, mf =2 x107%, 15 =2 x107°)

Sy = Z|n:§ — ;| = 0.002000
1=0




. | »,
‘g@@ﬂh/ 95 MmesMarkov Chain
~ Third approximation:

B——
T m=1-m-m=1-2x10°-2x1073
—9.98 x 1071

_ 2 —4,_3
= 01001 (0.1m5 + 2 X 10 *my)

= 0.1 Xx2x107°+2x107* x9.98
0.1001 ( *

x107H) =2x10"3
m =2x1073
1x107* 1x107*x2x107° e
= = =2 x 10
0.1 0.1
e =2x10"°

3
T

(M =9.98x107L, md =2 x 1073, ™ = 2% 107%)
2

S, = ) |m¢ —m?| =0

1=0




BORWENBSYIIE // arkov Chain

_ISliponha Umsistema | representado por um

AUILOELO ESLO! d&%@, or d%

i(1,a)=2 : ,a)=2, f(2,d)=0
EPANENR=Na FAN(2) =a, d }

P M W
L

|

i
|

1

0,a)=

!
\

* 1,
) O : {
Os eventos a ocorrem com taxa igual =

Os eventos d ocorrem com taxa igual = pu

a a a 2t :
‘\d_j State Transition Diagram




BORUEYESYIE Markov Chain

WSl IansItoEMRate PDiagram

’ ZSieSnSizl
~ 9 [TQ=0
| 0 (100, 701, ) Q =
! -Amytpum,=0
U Ul (] 2 Amy-Am; =0
0 1 2 '7\“1'““220
mo= 1=/ (2 p+ 1) Mo + 70y + 7, =1

=LA/ (2 u+A)




BORHEUESIIE Markov Chain
NStaleNrension Rete Diagrarn

Y
» 3

0 0 DA — 1 k
Q= )L 1 @ = 0 0
0 O 2 5 O 2 (TCO! Ty, Ty, TCS) Q = O
L0
Pyl y ¢ E T=1/(myxA) - Tempo médio
o 1 2 3

entre finalizacOes



o 0WO§ e Markoy Chain

Exemplo




_f;‘t" 0WO§ e Markov Chain

\"I Il'i.f_ -\'I.
(0 (1)
T % T

Vjillpzlezlo) p =1 — 7 (0) = 0.4667

Throughput BRI R E R R E RO

tp = 0,2667 x 0,4+ 0,1333x 0,4+ 0,0667 x 0,4

tp = 0,18668



7-/ @,Ma/‘ kOV Cha/n Sharpe

(chame via
Desktop)

State probability of State 1={0,1,...,1
State_Prob(i):




Reward rate instantanea

E[Z(0)]= 17, (1)

*Ver métricas nas pagina 91,92,93 e 94 de QN and MC [Bolch et al.]
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CORNEUOSIITIE Markov Chairn

_MEtGasa r ,)rJfTJJJJJr acumulada de que
- se esteja nuim;est do e dada por:

!

Lit) = / m{u)du

0)

Portanto, §#@1 tempo méedio (esperado) que se
permanece no estado i durante o intervalo [0,t).

*\er métricas nas pagina 91,92,93 e 94 de QN and MC [Bolch et al.]
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N GORLIRNDS e Markov Chain

Exemplo /= - W State probability of 0: 5.16129024e-001

A=20tps, COV=1

pL=40tps, COVps=1

1 1
E[ST] =—=-—=0.025
w40

State probability of 4: 3.22580656e-002

The CTMV (M/M/M/1/K=4)

T
R



e bﬂW Yame Markov Chain
E™ .

E[ST])E

JsT

A=20tps, COV=1 ]!:(

E[TBA] = 0.05s

14
Hg = (—)
1L =40 tps, COVsy = 0.5 E[ST]

E[ST] = 0.025s

B (0.025 )2 i
Y= \0.0125) ~

4
= =160
e~ 5025

Therefore, the ST is represented by a Erlang(y =4, iz = 160).




™

5.06605425 = 10~

= 0.01648794 x 10°

= 8.01465589 x 10

= 7.12413851 % 10~

633256751 x 10~

i

2

2

2

2

ORI e Markov Chain

242068626 % 10~

3.04223846 = 10~

3.40578293 = 10~

3.81008122 = 10

7.97946839 = 10

2

2

2

2

3

1.04731260 x 102

1.31936488 x 10 °

1.50621117 x 102

007433581 % 10"

2.30657440 x 10™°

Ty = 3.95578062 x 10

Tyg = 595104472 x 10~

3

3




o S Utilization = 0.493395
E[TBA] = 0.05s

L =40 tps, COVer = 0.5 TTcq = 3.04878 = 107

E[ST] = 0.025s _1
= 127697 x 10

476084 x 107"

= 2,21877 x 107°




BORURPYGS ime Markov Chain

o

Sharpe

(chame via
Desktop)

C:\Sharpe-Gui\
SHARPE GUI Examples
\Markov\Degradable

Sup JJ’]J‘L] unBistema representado por uma CPU que opera em

As taxas entre 0s estados s3o:

CPU_OK para Degradable e (OK_D._rate) 100, Degradable para
CPU_OK (D_OK_rate) e 20,Degradable para Faulty CPU
(D_F _rate) € 5, Faulty_CPU para Degradable (F_D_rate) é 10,
CPU_OK para Faulty_CPU (OK_F rate) € 1 e do estado
Faulty CPU para CPU_OK (F_OK rate) e 1.
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deg radac;ao

SUPGRRENIMISIStEmal fepresentadBIpor: uma]'CPU gue opera em trés estagios. CPU_OK,
Degrauaplesesaulhe CRrUNASHaxas Entielos  estados sao:

CPUR ORI eWDEs auab)e.e (OREDErate) 100, PDegradable para CPU_OK (D_OK_rate) é 20,
Degradable’ para raulyaerUMDRE fate) € 5, Faulty. CPUpara Degradable (F_D_rate) é 10,
CPULOK  paral faultysCPUNOFSi rate) € 1 e do estado Faulty. CPU para CPU_OK (F_OK_rate) é
I8

D_OKmate

~D Egr:;:iah le

T """_fiiF_r:até
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—

om degradacao

Degradable

Faulty CPU
' ' ' D F rate

% Rate Matrix
hatrix CPU_Qk Degradahle Faulty_CPL
CPU_QK Qk_D_rate Qk_F_rate
Degradahle D_0Ok_rate D_F rate
Faulty CPLI F_Olk_rate F_D_rate

T

FREEEEEES Outputs asked for the model: Degradahble #Fssssssess

Input parameters values: OK_D_rate= 100, D_OK_rate=20, D_F_rate=5, F_D_rate=10, QK_F_rate=1, F_0OK_rate=1
Cutput:

State probability of CPU_OK

State_Prob: 1.20967742e-001

State probability of Degradable

TEEA AR AR T A A R A A R R R R R R R R R R R R R e R R R R R R

FEREAEREE Qutputs asked for the model: Diegradahle ===

Input parameters values: OK_D_rate= 100, D_OK_rate=20, D_F_rate=§

Cutput:
Expected steady-state reward rate for Degradable
Exp 55 Reward_Rate: 240322581e+001

State_Prob_0: 5.96774194e-001

State probability of Faulty_CPL
State Prob_1: 2.82258065e-001

Reward configuration:

State input:
State Reward
Mame of the state: CPU_Ok. 100
Degradahle 20
CPU_OK j Faulty CPL I

Reward rate:
| 100

FhEE TR A A A R R R

FrwERRE Qutputs asked for the model: Degradable s

Input parameters values: OK_D_rate= 100, D_OK_rate=20 D_F_rate=5 F_D_rate=10 OK_F_rate=1, F_0OK_rate=1
COutput:

Steady_State Availability for Degradable
33_Avail: 7.17741935e-001

Il states:

CPU_OK
Degradable
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State1 State2
Init Cond: 1, Init Cond: 0,
State: Good

Markov Transitions

Identifier

Description Input State Qutput State | Transition Reward Rate Cost

1 Transition1 Statel Stated Loss 1,000000 0,00
2 Transition2 State2 Statel Loss 20,000000 10,00
3 Transition3 State2 State4 Loss 1,000000 0,00
b Transition4 State4 State? Loss 5,000000 20,00
5 Transition5 Statel State4 Loss 1,000000 0,00
B Transition& State4 Statel Loss 1,000000 40,00
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Result

Availability
Cost Per Unit Time

MTEF
MTTR.

Steady State Results:

Time

0
100,00
200,00
300,00
400,00
500,00
500,00
700,00
300,00
900,00
1000,00

Availability
1, 000000
0,857143
0,857143
0,857143
0,857143
0,857143
0,857143
0,857143
0,857143
0,857143
0,857143

Value
0,857143
765, 714286
1,166667
0, 166667

Cost Per Unit Time
1000,000000
765,714286
765,714286
765,714286
765,714286
765,714286
765,714286
765,714286
765,714286
765,714286
765,714286

Failure Rate
1000000,000000
MNA

MNA

MNA

MNA

MNA

NA

Result

Availability

Cost Per Unit Time
Failure Rate

Mean Availability
Mean Cost

Mean Availability
1, 000000
0,857349
0,857245
0,857211
0,857194
0,5571534
0,857177
0,857172
0,857169
0,857166
0,857163

Mean Unavailability
Reliability

Total Cost

Total Downtime
Total Uptime
Inreliability

Mean Cost
1000,000000
766,019508
765,866897
765,816027
765,790591
765,775330
765,755156
765,757889
765,752439
765,748199
765,744508

Results at time 1000,000000:

Value

0,857143
745,714236

NA

0,857163
785, 744808
0,142837
0,000000

7o5744,807972
142,836554
857,163440
1,000000

Mean Unavailabi. ..
0,000000
0,142651
0,142734
0,142789
0,142806
0,142816
0,142823
0,142828
0,1425831
0,142834
0,142837

Reliability
1, 000000
0,000000
0, 000000
0, 000000
0,000000
0,000000
0,000000
0, 000000
0,000000
0,000000
0,000000

Total Cost
0,000000
78601,950529
153173,3794901
229744 807972
306316,236543
382887665115
459459 093686
536030,522258
612601,950829
689173,379401
765744,807972

Total Downtime
0,000000
14,265126
28,550840
42,836554
57,122269
71,407983
85,093097
99,979412
114,265126
128,550840
142,836554

m

m

Total Uptime
0,000000
85,734874
171,4499160
257,163446
342,877731
428,592017
514,306303
600,020558
635,734874
771,449160
857,163446
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Elpirl=elezlif) aflz)lf) fl,a) =i+1

Considere%)@utomata fa+1,b) =i

enquantoi > 0



—(Aj + )T+ Ajm1mi—1 + g4 = 0,

—AoTo + p1m =0
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I/ cﬁgue/ng Systen

Se ,11-_- = Aeu; = u para todo i, tem-se:




v M
Desde que A < u
p=Apu




Desde que A < U

O throughput é A
Sedl>u

throughput é u
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M e

n=12....m-—1

n=m,m+1,...

m—1 , \ 71 IR s
. lm e
LN (me)t | (mp)
! m!

Desde que A < um
O throughput é 4

SedA=pum

throughput é um



w ‘Excel| |9BM |
" nmgsj[/mef Markov Chain

m

(mp)
m!

E[X] =mp+ Py | A<Hm Formula C de Erlang

Probabilidade de um cliente chegar

e nao encontrar o servidor disponivel

m

1 (m p) To

E|S| — cofi=z pm
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M //( quUenelig systen

T iH0<n<K

AT R < - - - K slots - - —>= 0 itn > K

Utilizacao

Se A > u a utilizaggdo — 1

Se A < u autilizaggdo =1 — 1y




\CGUENE/G Sy/stern
| L

Mean response time
ElX]
A1 — mg)

E|S]| =

A(1 — g )- taxa de chegada dos clientes admitidos




l Can e Markov Chain
M /11 /m qUEelelg.systemn

] i —1 ™ il —1
A" A |
my = |1 = |1+ )
o ! +:Z[p]u;.:---r,u;r:-‘ Z.( .

Lost enstomers
2

(m — 1) My

0 ifn>m

\ { A 0= n < m T if 0 <n<m

e =np  foralln=12.... if n>m




me Markov Chain .
| M/M/m/m |

2leig.systent

Erlang B formula

[ A if0<n<m
10 ifnz=m

[y = TLLL torall n=1,2,....7
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I
oes Trans *

SIIES"

o Bl ) = [[(B]e) _[g%z- g ego‘

o y . |

| Cn,Je Te(wrEIprebabilidade de se estar na estado

'S; NO ngwmr" L

M todos de Solucdo:
Solucdo via Sistemas de Eqg. Diferencial Ordinaria

Solucao atraves de transformada de Laplace
Runge-Kutta

Uniformizacao (Transformar CTMC em DTMC)

B, T 0(0))

i
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Thav, Qmrclitinf (£
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A CTLT 0T + 4 UTT Telt)] 4 -
)\ Lrl’ﬂch)] & Ak
A LTLT AT+ (At W) x(TLT(4)]- >

LTC_WzC})] 4 ‘f'/f'tf)'\\ = l_

-3 A+ Atk).
caLa AL | T )

P LT 07 ) + T éﬁ’-“bfﬂ

LM Cmer)d H L7209 = '
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A= A(htn) + B0t
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éWT % (4":

TU“) f{ - >\ (d__fv(’"*)‘)/'

AN ,
ZTU‘/ M EXT i (4 F éuh\)}

A
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Disereie WmeMarkov Chain

| e AR 2 FR— 8
ROCOMpPOrtamentodes Viatriz de Propabilidades
UMENECEIESIOCESTICA € ~ de Proximo Estados

representadepor DIMC
ip 1

Yy - Poo  Po1 |0

‘ Pio P11 (1
‘ P11

Poo P10
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ISOIUGEESH Steady-States

= (211 Ehp dj3)
| - Ay=(@;1 a5, @33)
) 3133' A3=(a3; a3, a3)

djj ° orobabilic ge

»

! _
Pl S ;=1

[I.P=1II, 2>,.sm=1, onde & fornece o

numero relativo de visitas ao estado s,

Chamar o modelo C:\Users\Paulo\Dropbox\Models\Models_ SHARPE\dtmc1.rgl



Considere uma maguina que pode estar em um dos dois estados, UP ou DOWN, onde 1 denota UPe 0

denota DOWN. O estado do maquina é verificada a cada hora, e nos horas de indice k=0, 1,..

Consideremos gue se a maquina estiver UP, tem uma probabilidade o de falhar durante a proxima hora.

Se a maquina estiver no estado DOWN, tem probabilidade B de sere reparada durante a proxima hora.

Chamar o modelo C:\Users\Paulo Maciel\Dropbox\Models\Models_ SHARPE\dtmc1.rg|
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1S0lliGoes paral Iransiente

[(k)= 11(C PJ, Ll



. | Mathematica |
- D/'SW imeMarkoy Chain il

=Vollicao de uma DIMC
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Classificacdo dos estados
(STATES)

AN

i = 1 Recurrence Time Probability

( TRANSIENT )  (RECURRENT )

N

7 Mean Recurence Time
i‘i 1" i < X0

(NULL RECURRENT)  (POSITIVE RECURRENT )

AN

{f;_l

(PERIODIC ) (APERIODIC )
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Paﬁ um estado recorrente |

Para um estado transiente |

._ n ’\( | )::w, 0.5
r‘\ T

Transiente

2 ) «——Recorrente




DIserere meVarkov Chain

encia ao estado |




Disereie meViarkoyv Chain
Bl |

E seja B méxir
Estado i € periodico se [IE

Estado i é aperiddico se H

0 divisor comum deste conjunto.
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HT (i) — Holding Time at state i

_ _ 1 1
MHT (i) = E[HT ()] = S piy €101, ) piy=1
Zv;,j;ei pij 1—Dpii 7

MHT (i) — Mean Holding Time at state i — Mean Residence Time at state i

Pi,i
2
(1-pi:)
Var|HT(i)] — Variance of Holding Time at state i

Var[HT (i)] =




Mean First Passage Time

oo

MFPT (i, }) = Z

n=1

=p;; T Zpi,k X(1+M;)=1+ Zpi,k X My ;
k+j k#j

MFPT(1,j) =1+ Z P;; X My, — p;; X M;;
k
In matrix form:

M =1+ P(M — diag{M})

1 denotes a square matrix whose elements are all equal to 1.




eVarkov Chain

Mean First Passage Time

The diagonal elements of M are the mean recurrence times,
whereas the off-diagonal elements are the mean first passage times.

The matrix M may be obtained iteratively from:

M&E*D = 1 4 p(M® — diag{M®}), M©@ =



B/S@ e Markoy Chain

Uma DTMC aperiodica na gual todos os estados sao
recor p0SItIvos e Ergodica.

MRT (i) = 1

T;

: € a probabilidade estacionaria do estado i de uma DTMC ergddica.

MRT(i) — Mean Recurrence Time to state i

Mean Time at state i ina period T (at steady state)
MTS(i) =m xT

Average Number of Visits to State i between Two
Sucessive Visits to State j (at steady state)

ANV (i, j) = =

T;




Mapping Applications to Discrete Time
Markov Chalns

More specifically,

the application is mapped into an ergodic DTMC.
In this approach, energy consumption as well as
execution time are numerically evaluated.

Modeling. Each basic block® B; in the CFG is
mapped into a state X; in the DTMC. Similarly,
control flow edges are mapped as transitions between
states and are labeled by the state transition
probabilities, as:

P(Bi, Bj) = Pr(B; jumps to Bj;) f

which defines the probability of executing B; after
B;.

int main() {
int x,y

{
for(y=0; y<10; y++) { // <9>
X++;
}
Yelse { // <0.5>
10. x=0;
11. 3}
12.

1.
2
3.
4, if(x< 10)// <0.5>
5.
6
7
8
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Mapping Applications to Discrete Time
Markov Chains

. int main()
int x,y

pPu P12 - Pin
P21 P22 -+ Pon

{
for(y=0; y<10; y++) { // <9>

1

2

3.

4, if (x< 10) // <0.5>
5

6

7 X++;

8

h

0@~ o

}else { // <0.5> Pn] an T pnn
10. x=0;
11. }

12.

n
0<pij=<1, > pij=1foreachi
j=1

2

b=all c=all
basic instruction
blocks classes

ST oux (Y Ihex(te+ Oy x 1))

b= all c=all
basic instruction
blocks classes

ijc X (GC -+ Ob X (20))




i =y -
Representacao dos Estados de um Processador

DTMC

Probabilidade do processador esta no estado i

n=(m)y, melol ) m=1

Vi

Tempo médio de permanéncia em cada estado |

1
MHT(I) - ’ PU € [0,1], Z P” =1
Zvjizj Py -~y
Vjizj

Tempo médio de recorréncia a cada estado i
_ 1
MRT() = —, m €[01], Zni —1
Ty
Vi

Métricas relacionadas
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Representacao dos Estados de um Processador

DTMC

I (R) T (W) I (B)

0 1 o| m

onic)
State (mnem
_ Processor
ace W

TI(R) TL(W) II(B)
0.68742 0162503228 0.150077| I

mit (R}  mrW)  mr(8)
1454714 6153723928 6.663267  mrt(s) b

mht_(R)
3.35

mht(W)  mht(B)
1.13333333 1.363636
L1 . Pr= I e — il

I(k)=TI(0) P k=1,2,..

Matrix P raised to the

100 |power.

0.70149254° 0.19402985 0.1044776|R
P= 0.64705882 011764706 0.2352941\wW
0.66666667 0.06666667 0.2666GET (B

rowfcol 1 2 3

1 0_53?10_153 0.15
2 0.687(0.163| 0.15
3 0.687|0.163| 0.15
4

4
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PIUGCOES I'ransi

J

NC

(L
(L

P~
=

) = ( 10(0) ---,Tcn-l(O))

\$

3 0 sistema acima é:

.4"

’

Método da Uniformizagao

Transformar CTMC em DTMC



BORWENOS e Markov Chain
“Splucoes Transientes

dIi(t) = TI(t)0) , TI60) =m0 IERQ))
clr

| J na soliGao rorrrul.,}:Jr,J 0 sistema acima é:
)= H(J)J)r -

Pela série de Tay _r/MacLaurin, temos:

eQt="T + QU/TI™(QL)z/2I' + (@t)>/3! + ...

= 2o (QO¥/K!



BORWRUGSIME Markov Chain
SPIUGOES Transientes

\ &
Tl(e)=1(0)=* = LI(U)2me(ells

Proplemasidelarrendodamento ocorrem devido aos
Ve OFes PosSItiVosS € | gatlvos gue contem.

A matri (C)) %torna nao-esparsa o que
requer capacidade muito maior.

Para evitar estes problemas aplica-se 0 metodo chamado de
uniformizacao (ou aleatorizacao - Randomization) também
chamado de metodo de Jensen



CORUIINOSYIIE Markov Chain
hr_* re gque tomemos uma
niforme 2> A (i) onde:
[ ) e e iik+V(7‘~'A(i):V)
| Q e v >0 é ataxa de arbitraria de
Q - um evento ficticio que nao muda
0 estado i.

_Unifermizacae

Estado de mer &
tempo de permanéncia

A(1) =g+ G
) 2 MaXygicsdiilk

Sabe-se também que:
p;; = q;/ A1) e py = gy Al)

Tempo de permanéncia no estado I:
1(-q;) = 1/ A1)



CORUENOSIIIIE Markov Chain

- - )S'0S estados na CMTC
FONNoHNIZa6a0 erem tempo de
. lanéncia igual a 1/(-g;;), nao

~ teremos transicdo (auto-laco) na
)IMC. Para os estados gue tiverem
PO de permanéncia maior, ou seja
uma época nao € longa o suficiente,
estes estados devem ser revisitados

' (auto-laco).

Tempo de permanéencia no estado I:
At=1/(-q;) = 1/ A(i)

p;; = q;/ A1) e py = gy Al)

Estado de mel Q
tempo de permané

A(i) = g+ Gy

Sabe-se também que:



BORUEYESYIE Markov Chain

Uniiermizacao fr- \'gmc
. ‘_ O/ A
& | :

o /4
o

- i
AL 1

ik A=t it v
Sabe-se tambem que: '

A = MaXyeicst |0k

pi; = dii/ A1) € P = Oy A(l)



BORUEYESYIE Markov Chain

_Uniielimizacao e

e

o o
R .

PA+C ‘
Q=AP-1)

>

A 2= MaXysics{-dij}



COIWEIUESYIIE Markov Chain
E

_Uniierimizacao -

Gy X ‘DTI\/IC

W e at

.- \ A=t Qi+ v
P =\ + QO > MaXysicst-Oij}
h ?ra Interpretacao:
Q=MP-1) onsiderando 1/ = At como uma epoca (time-
step), P=1+ Q At é igual aos dois primeiros
termos da expansao de Taylor, portanto a cadeia

uniformizada e uma aproximacao de primeira
ordem da CTMC.
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BORUEYESYIE Markov Chain

SURIeENIZaGa0

) o >
- QE | | PSRN 4 1
6/ 6 0 0
N kS 216 216  4/6
P=1+QIA 1)
Q=A(P-1) , “
2 1

A > MaXyge st
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I1(0) e?* gno ()"P/nl, ne

Na matriz P os valores estao entre 0 e 1. Nao ha valores
negativos, o que evita os erros de arrendodamento que
ocorrem ha expansao com a matriz Q.



Ceylririties Tl

Jarkov Chain

o0

JEREmN(0) e ., (\t)"P/n! ,
| " Ne N

o0

[1(t)=T1(0) 2 _, w@t,n)PL , neN



BORUEYESYIE Markov Chain

b i
| ~

=
=)

_o wLE) ri'() e N
gl SJLJ(ZJO Jl‘r‘r,JFJ‘\ﬁ]

<0

:) ( \J(/\JEJ” H(n) /

H(O) ['1(0), H(n) = H(n 1P, heX

Podemos truncar a serie de maneira que a se
atinja uma exatidao 1-¢ (¢ = erro).
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BORLIRUGS ime Markov Chain

SOIUGOESyllianSIERLES

B OO

= %‘ (OYREZD 55 (0pt)7/n!] -

[11(0) e 2R PRI |, = &

A desiguladade ocorre, pois
|P"];; sa0 menores ou iguals

Portanto: « o

S s D) < g



BORURUGS [me Markov Chain

SO UGEESEli@RSIENLES
DAUORINERVOSHERERS /il € uma distribuicao
¢Jisdraiz] (Howwn) I)ermu "

Zn=ke+1 CLAE ISR RB RSN SRR/ | =



BORHRYESYIIE Markov Chain
“ISOIUIGEESHIFENSIENTE

F ke

COYRREE PSRN R E 7 (At)7/n! ] < €
o

ke N ’, (
Zn= ar _}\J.i.'.\ ”/'f]! Zl - @ —

ke
DI (Vo) /)] = (1~ ) it



CORWNESYIE Vc kov cChain

_ SOlUEaORIransiente (Exemplo)

-4/ /
Q1T -2
Ol ~é)

P=1+Q/
=AP-1)
A2 maXvSieS{lqijl}

Considere e=10+7



BORUEYESYIE Markov Chain
“Sojiicaorransiente (exemplo)

APV (2 2 2
| -2 "B P=11 4 1
0 o 6L 6 0 0

G . "
> _o (RO g) et

Dado A= 6 e considerando =10+
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BORLRYESIIIE Markov Chain
“ISollEEORTransienteEexemplo)

0.1 SRS N0 | 20 |50 100

0,2
7 i1 |17 | 52| 91| 163|367 | 693
5 elconsiderando 10~

-
‘Jﬁf“ J
Da rc":

Para t\— NEmEsea@ee) et =(1="10)e%° = 1,8219

ke .
> _o ()R = (1-F)er

s _(0,6)/n! = 1,8214,
2 _(0,6)/n! = 1,8221,
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_ISolucaeniransiente (exemplo;

i1 |5 | 10] 20 |50 |100

1171 521 911 16313671693

() = [EZ0ONNIE ,ned0)1,2,3,4,5)

~ ke /3
[1(t)=2,_, wOit,n) TI(n) , ne{0,1,2,3,4,5}
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BORWERNES I Markov Chain
“ISIlGEoMransichten@xemplo)

MO POZMRo5 11 |5 | 10] 20 |50 | 100

o1 | 163367 [693

H(O) V= (el 0" ‘obtém-se:

ﬁ(l) ) I’AI(Z) iE)). . '(4) y ﬁ(S) atraves de

II(n) = II(n-1)P , ne{1,2,3,4,5}



BORUEYESYIE Markov Chain

_ISolucaeniransiente (exemplo;

i1 |5 | 10] 20 |50 |100

1171 521 911 16313671693

v(0.6,n) = [E7:6 O.6)”]/n! 'ne{0,1,2,3,4,5)

IN_I(O.1)=§n=O w(0.6,n) ﬁ(n) pREY0/1,2,3,4,5)



0.2 | 0.5

a
S
J ’

0- 1213I4I5}

e 95(0,6)%/2!] 2

[ (0,6)3/3!_
(%9100, )/43
=92 (0,5)°/51

10

20

BORWENBS e Ve ko v Chain

oNlIraRSIENEN(EXEMPIO)

50

100

_'o

163

367

693



BORUEYESYIE Markov Chain

_ISolucaeniransiente (exemplo;

i1 |5 | 10] 20 |50 |100

1171 521 911 16313671693

Para t =0.1%= ki

w(0.6,n) = [E7X(OT/h!, nedd,2,3,4,5)

IN_I(O.1)=§n=O w(0.6,n) ﬁ(n) el 2,3,4,5}



OGS /2nv~1// AQDV'C7maﬂ7

"1 Solua0 Iransiente) (exemplo)

10] 20 |50 |100

[ 521 o1 16313671693

H(O.1)=Zn=0 w(0.6,n) TI(n) , ne{1,2,3,4,5}
[1(0.1)= (0.71, 0.1502, 0.1268)



: nW e Markov Chair

Ga0 iiransiente (exemplo)




Sermgarsoyiarn Chain (SMC)
I ConsICErEmarDir J\Aﬁ en %ltida”, contudo
 tambem cenSIe ,Jrlrr‘ Um tempo de permanéncia

Qale deru conti ue: L = k), em cada estado
=S da DTME; com distribuicao F(t) e
densidade (&

Este modelo é denominado SMC.



i

SelaYaInoyian. Chic in (SMC)

4 e

~ SME ércaracterizada [ .r)Jr

- matriz'deiprobabilidade de 1 passo (P),
. W

!/etor de prebabilidade inicial (I1(0)) e

o vetor de distribuicoes de permanéncia nos
estados (F(t) = (Fi(t),...,F(),...,F (1))



[

SeEamovian Crain (SMC)

y -

m ()t r)raug.,u

= =qplezicle] ite en ocorrem
UJJJ,JFJ(".JJ Jr‘ AJ;Jr 0S, @ SMC tem
COIMPOIaMEntc g al ao da correspondente

4 ~ DIMCY(cemportamento descrito por P) e e

\

independente do passado.

Quando Se aIGanga um estado i, um tempo
distribuido conforme =() deve se passar
para que ocorra nova transicao entre
estados.



SenEyaovian Chain (SMC)

“IS5p)lEaE EStacionaria

| S0IUGao estacionaria para DTMC
iCaracterizada por P):

ROP =0 .

8T =
Calcule o'tempo médio de permanéncia (h;)
em cada estado I

hi=f0:t f(t)at



-ﬂ; ‘

SenEyaovian Chain (SMC)

“IS5p)lEaE EStacionaria
— Apropapilidade de estado estacionario da
SMEENehtida por:

-

.. B 751 = gw] i VjeS (DJ X h]), V|

NN
'

\

Em muitas aplicacoes, h. € fornecido
diretamente.

Solugao transiente € mais sofisticada.



-

SenEarrovian Chain (SMC)
156 uicE0) Estaciondria
- EXEMpPIoF

jm

7 =L Tempo medio de permanéncia

2vies O =21
h,=10, h;=5



Semiamsovian. Chain (SMC)

£ .

B Soluczo Egtziciorizdlzl S EEERIERIIGERES

~ Exemplor I8 Proximo Estados

@ "
} Y 0,4 0,6 |0
“ \ D — 0,7 0,3 1
OP=0 . \ 0@0=O,5385
Divies @ = 1 *0;=0,4615

h,=10, h,=5



Semiamsovian. Chain (SMC)

£

B Soluczo Egtziciorizdlzl S EEERIERIIGERES

— Exemplor " BProximo Estados

D 1
0,4 0,6 |0
0,7 0,3 |1
*03,=0,5385" . i (0,5385 x 10)
*0,=0,4615 (0,5385 % 10) + (0,4615 x 5)
= (o xh) NI eS 15 = (0,4615 x 5)

(Z‘v’jes ®; X hj)

(0,5385 X 10) + (0,4615 x 5)



Sedelnovian Chain (SMC)

[ - /

“ IS NeEONESTAGIBEEIER 2 de Propabilidades

~ Exemplor . e Proximo Estados

| g 1
Ny @)  [ososp
g e P07 0,3 |1
My = (053851 40) = %
(0,5385 % 10) + (0,4615 x 5)
Ty = (0,4615 x 5) 3

(0,5385 X 10) + (0,4615 x 5)



Interpretacoes

(7))
o
sousax3 sreuls | =
@
o
SaUWIT | ©
=
sopeaipald | ©
- \ w
a
ojeAsau] |
=
©
Juiwaneq | =
. @)
o
0onses0lsy |
Fa—

owouQINy



-

n;omzadas

—
&
Token-Timed Transition-Timed Place-Timed
PN PN PN

Stochastic
PN



#
iemporizadas

-

’

" Token-Timed Transition-Timed Place-Timed
PN A PN PN
’J'

Stochastic

PN



| Ramciendani, 1973 - Transition Timed Net
~ Menlin, 9767~ Transition Time Net
Sifakis I)// - Place Timed Net



REWES | em| rlzadas

et | S ~4
EStO@EAStIcas

cINaKIR- 198
&)\ /o)lle)y - LIS .
<Marsapierall - 1964

= uma rede temporizada onde o delay

associadora transicao € uma variavel aleatoria
de distribuicao exponencial



=(2 Fr,@}\/, or1,0), onde
Jru,mro cJeh] J.U_Jrrb, _
0 conjuntordertransicoes
F < (PXRPECRE P)' a relacao que representa 0s arcos
W — Valoracao (peso dos arcos) - W: F — N
M,- Marcacao inicial - My:P'— N
T={y1, V5---» Vyy---y NUMeros reais denominada base de tempo.

v:P — I' um mapeamato que v(p) = y;



y(ell)) = =



v(p0) = 3 Instante=0



v(p0) = 3 Instante=1



v(p0) = 3 Instante=2



v(p0) = 3 Instante=3



i:rJ I emporlzadas
[@ado as Transicoes -

L o - L

_NEONCEILOS BasICOs:

= Duracdo dl_),)% trés fases)

VLJF S 3?9 wnJJr idas dos lugares de entrada
U

THarmarduracao
' Mareas 'sao geradas no lugares de saida

Redes de Pe
- IEIIPO ASSOC

Dliselzlro) =ltorriice
AsS marca permanecem nos lugares de entrada
pelo periodo igual ao de/ay associada a
transicao. Apos 0 delay as marcas sao

consumidas e geradas nos lugares de saida
imediatamente.



REAES de Petri Temporizadas
S EMPEIASSeCiado as Transicoes -

- D
2

“NeoneEeEItes! Basicos::
— Duracdo (dispare er r.iﬁ idSES)
' Pode e&r representada por uma rede com
clisezlie) cltepglleel
“VedeloNmals compacto
0 estado é uma informagao mais complexa do
gue 0 modelo nao-temporizado
DISpalerateiIco
Pode representar o modelo com duracao

O conjunto de marcagoes alcancaveis € um
sub-conjunto das marcagoes do modelo nao-
temporizado.




S5 e etrJ Temporizadas
IPOMAS50CIado as Transicoes -

Prebabilidade

Race (corrida): (delay)
— Transicoes habilitadas com menor de/ay sao
disparadas



REdes de Petri rremporlzadas
SIEIPOIASS0CIado as Transigoes -

JEonCcEtOS Basicos:

—Quandepima das transicoes
confiitantes e desabilitada pelo
C JJr <lfo) fe o.u_tf'a‘ O que acontece com
O t/mer da gue ficou desabilitada
qun 0 @ mesma tornar-se habilitada

outra vez?



REGESIEE Petri Temporizadas

= EMPOPASSEEIado as Transicoes -
: g . "

_OIMIO iEa d J’J’]EJ’]’]OJ"JZE}Q&]&

CONEPOIEE NADIIEACA0)

dNLER O

»

Cortiriye p
—C ,rf/‘ff/erassoc]adrg

el

Se tornar novamente
habilitada o valor do' timer
Iniciara daquele valor.

Restart

Quando a transicao for
novamente habilitada o timer
sera re-iniciado.



atrj Temporizadas
0CIado as Transicoes -

v

o
4

m@ timer das
adas apos o disparo

i

\

Todas as transicoes. Nao somente as
transicoes conflitantes.

«Algumas politicas de memaoria podem ser construidas



Redes de Petiri Temporizadas
SEIPBIASSeCIado as Transicoes -

B

= Resarripling

-r\I)JJ cada dispare os timers de TODAS
a3 tras go SaoNesiniciado (restart)

\c ha memoria

Apos des&rtar todos os timers, 0s
valores iniciais sao associados a todas as
transicoes que se tornarem habilitadas
Na Nova marcagao.

_Neonceltos Basicos:



de Petri Temporizadas
ASSociado as Transicoes -

— Era0lirg 14ermory
“APES Gada disparo os timers das
elSIESRYUENICaldm desabilitadas sao
‘re-iniciados (restart)

ASenGIGOES gUE PErmaneceram
nabilitadas com o disparo matéem seus
valores presentes( continue)



Patri Temporizadas
OCIado ¢ J» Tran5|goes -

= Age Mernory

"IAposicada disparo os timers de
LWOUESIAS transicoes sao mantidos em
'Seus valores presentes (continue)

4



REJES @de Petrl Temporizadas
= TIEmpo AssocC Clado as Transicoes -

~(CONEGEItOS Bas]cos:«
— Grau de rlaoilitac
(rn,u//n g De jf-—’-—"

- E oUimere J@Zﬁz'” gue
~ Uma determinada transicao
pode serdisparada, huma
determinada marcacao,
antes de se torna
desabilitada.

Quando o grau de
habilitacao € maior gue
um, atencao especial a
semantica de temporizacao
deve ser considerada.




[ Temporizadas

dols. Transicoes -

‘ 'y ]
n Single-seryer izl e

IEsSErVEr firing semantics

Multiple-server firng semantics

— K € o maximo grau de paralelismo. Quando
k—oo , Multiple-server firing semantics e
igual a /nfinite-server firing semantics.



RBAeside Petril Temporizadas

IEMPOMASSECIAd0 as Transicoes -
h

_ CONEEILOS B5aSICOS:

— Slrigle=seryer firiie ‘.
Se/anues;

t=6 (=9




nporizadas
Transicoes -

t=3



REdeside Petri Ter porizadas

IEMPOMASSECIAd0 as Transicoes -
h

I Coneeitos Basicos:

I ///,//r/,//9~ server [l ‘
Se/nanyesy &2




wudlits.

®l2551iiCacao da Tecnicas de
AValleGaerderDesempenho

Avaliacdo de Dasagrledlgle

]
Avllzicsio Deterligfsies

ledicao; RrOtOUNEGEN

L

Sistema  Benchmarks ; /

Real
Modelagem



v, b
i R@( COMPIATCOo Inibidor

DefiRICan:

J

.

definid@como
usualmente:

€ a funcao de
mapeamento de que
representam oS arcos
inibidores

Marcacao inicial —



REEES com Hrr |dade

2 P i e a funcao de

rru,)ae- mento de que

epresentam os arcos
Inibidores

| DETNIGa:
r)J\ (P.LLO,F, Ty

PN ,Jr‘rJrr}J;Ju SOTIBONNE TR & € uma fungdo que
US el ‘ | mapela as transicoes niveis de
. prioridade.

My~ Marcagao inicial - My: P — N



.

O Pric |dade

i Structural Causal relation

,|-g} ‘\

Indirect Conflict G tk

Structural (%rﬁljgt'

Extended Conflict Set - ECS = {t,,t;,t;,t;, by }




m P

Remogao da (

-ﬂ; ‘

PG

p54z tk p7
Structural Conflict

gl e




2hes Estocasticas
-

-—

SPN =(P, T,1,0,H,I1, G, My, Atts)

P ={p1.p2.....ps}1s the set of places,

I' ={t, 1, ....1,}1s the set of transitions,

I € (N" — N)"™ is a matrix of marking-dependent
multiplicities of input arcs

0 € (N" — N)"™" is a matrix of marking dependent
multiplicities of output arcs.

H e (N" — N)"™™ is a matrix of marking-dependent
inhibitor arcs.



‘edes Estocasticas
&

SPN = (P, T,1,0,H,T1,G, My, Atts)

[T € W™ s the priority vector
G € (N" — {true, false})™ is the guard vector

My € N" is the initial marking vector
Atts = (Dist, W, Markdep, Policy, Concurrency)™

W:T = Ris a function that assigns
weight to imediate transitions
and delay to time timed transitions
Markdep € {constant,enabdep)
Policy € {prd, prs} is the preemption policy
Concurrency € {ss,is}




REdes E'*tocr—\

_ ng:u eo \,Jn unto de lugares,
SPN=(P,T,1,0,W, ;) Ji 0/ conjunto de transicdes,
SIRPRIE € a funcdo de
L @
-

mapeamento de que
epresentam as pre-condicoes,

RO N éa funcao de
mapeamento de que
representam as pos-condicoes

E ' WEFS R (oUW : TxM — R*) e

3 l uma fungao que associa taxas de

P ‘ distribuicdo exponencial as
|,

wl
&
@

-

\

{2

tra nsu;oes

t4 My~ Marcagao inicial - My: P — &



~ 4 : I
RE@es Estocasticas
PRENONG u9_unto de lugares,
e ﬂrnr* ~0: || 0 conjunto de transigoes,

I
SPN=(P,T,1,O,rl, W, be ! _) Neﬁtg Eluenai% pe
- repre ntam as pre-condicoes,
4 O PxT — & éafuncao de

apeamento de que
representam as pos-condicoes

H: PxT — & éa funcao de
mapeamento de que
representam os arcos inibidores

WESIE— St (ou W : TxM — R*) e
uma fungao que associa taxas de
distribuicao exponencial as
transicoes

My- Marcagao inicial - My: P — N




es Estocasticas

Rede Estocastica

| )
O . "‘1—-|]—-D—-[|—-""

Grafo de Marcacoes / CTMC




REdesiEstocasticas

N v

Semantica de'Disparo de Tran:
N UeRensicao r,J & dispardvel 39 stlver habilitada

7

-~ Regrasiaemanilitacao
MIIT > ML (I)J) = 1(pI, )
V[ r)J

"A@NSIGOES COM! G=/ay5 MENores disparam primeiro (Race)

. A
Enabling men ry,gsamp//ng, age memory

Regras de disparo
Se M[t; >M’
M’(pi)=MO0(pi) - I(pi, t;)+O(pi, t;), V pi €P



es Estocasticas

Conflito_




o

REGes Estocasticas

T P L ~
“MDEfNICA: | Grafo de Marcacoes

W R
P

-
I

SPJ\J:<P,-FII/ O/\NIMD) ‘ ‘
. ‘\
| o U0} @ piL

t2 t1J t4

@

t3 |

—

t




~d ~41
REGESEStOCasticas
i Je‘fm]rjo o Gl-%o de Marcacoes
(1,0, MO)
W r 1t {Jj

t2




RECES E

—

DETINICE0s

SPINE 51,0, W, M5 )

W T f"u{'

Lo

stocasticas

g

o

o Gl-%o de Marcacoes

t4



~d ~41
REGESEStOCasticas
i Je‘fm]rjo o Gl-%o de Marcacoes
(1,0, MO)
W r 1t {Jj

t2




~d ~41
REGESEStOCasticas
i Je‘fm]rjo o Gl-%o de Marcacoes
(1,0, MO)
W r Nu{

t2




| — ~4
Redes Est

DCasticas
“BDENNIGAOF _ Grafo de Marcacoes

SPNS(EHIL0, W/ M5) 2
o

Wi -r AL {0}

(7




P < et cti
REGESHEStOCasticas
“BDENNIGAOF _ Grafo de Marcacoes
SPINE(#7 18 ,I,O,\/\/,JVJD')‘ -

WSSO 0 AN

]

t2
M1

|
" 3@?




~_,v
'
»

- ~ REdes Estocasticas

Semantica de Temporizacao




REWESIEStOcasticas
E

Emigenal, a CIVC associada a uma SPN é
ObHEEdaISEgUINtE maneira::
— O'espag@ree estados 5 = {sg} corresponde ao
' reachabiiyser SN V;) = {M } da rede marcada
. . \
As (12150 Ales de cada estado s: (corresponde a
marcacao V) p% cada estado s; (M) sao obtidas
pela somal de todasias /iring rates associadas as

transicoes que estao habilitadas em M. e cujo
disparo levam'a M..




R: des Egtoc: Sticas

S {iansicees operam em Single
SEIVEs J«—’/f}Jf//'/ CS (SS) e taxas ( tes) independentes da
M2l CAGaO N LEIIESE: 2

J-/-'? '

-
—
=

i‘

Ziile < ej(Mi) Dk

i

Bl =

onde Q | geradc infinitesimal (matriz de taxas)

= S00) (Dk |
o)k é a taxa de disparo de t,.

ei(M) = {t It € e(M) A Mi[t,>M, }é o conjunto de transicoes
que estao hablitadas em M, e cujo disparo levam a M.
e(M.) conjunto de transicoes habllltadas em M.



Redes E5u asticas
generalizada (GSPN)

p, rjr,o definidos como usualmente.

rl ,& BUE 3 funcao de

lapeamento de que representam
Jd/ r/O r]/_r_,\/\/ MJ) 0S c CO%\lbldoreS

a)

s > 0 se t for temporizada

NETLriLEde) s [N se t for imediata

TS0 (oUW @ TxM — R+) &
1.uma fungao que associa taxas de

distribuicao exponencial as
_"" . L transicoes temporizadas e

t2 p3 2.pesos usados na computacao das
probabilidades de disparo das

4
transicoes imediatas
t4 t3
\‘/p4 My- Marcagao inicial - My: P —




REGES Estocasticas
Generalr/:]r 3 (GSPN)

Semanticarde Dispc QJJ Transicao
“PREgrasidEabilitacao _ _
Mg >, P//J( r)J) >=l Dl t;) e M(pi) < H(pi, t)
\/ J_)j
“FUma 't trians GAONS 2 d aravel se estiver habilitada
L] r_erJr“c)~>3 CJJ’J‘J ue /J nenores disparam primeiro (Race)

dnSIGEESNMEdiatas disparam instantaneamente com
prioridades surg as temporizadas

Diferentes r de prlorldade podem ser associados as
transicoes |mecahatas

Transicoes l_medlatas com mesmo nivel de prioridade
associada disparam de acordo com O peso associado a cada
uma.

Enabling memory, resampling, age memory

Regras de disparo
Se M[t, >M’

M(pl) MO(pi) - I(pi, t)+0O(pi, t), V pi P



geNeralizada (GSPN)
Reacnapility Set
RS=VSUTS
R STaNS =
i V'S — Vanishing set:

| a arcacoes em que as
- transicdes disparaveis
o W e Sao imediatas.

o - :
®: @ S Tczng/b/e EEl
l Marcacoes onde as

t4 iC o transicoes habilitadas
Al A2 sao temporizadas.




casticas
zada (GSPN)

| Grafo de Marcacoes

Vanishing
marking



Pt M, = o, /q;
0= 2tk < e(Mi) Ok
oy € a taxa de disparo de t,.

e(M;) conjunto de transigoes
habilitadas em M;.

Quando a marcacao €
vanishing, o, € um peso
(transicao imediata).

Quando a marcacao €
tangible, o, € a taxa.



QUEREONEIVESAS

Imediatas estao confuséo, 0 calculo do

ECS consiste em
particionar as transicoes
Imediatas em conjuntos
0S quais as transicao de
cada conjunto possam
estar em conflito.

Contudo, transicoes de
diferentes ECS sao
concorrente.

tran5|ga0~d|spar-a- SO faz
sentido quando na
presenca de conflito.



QUanEEaEIVESE 45 0 Quando transicdes de um
MEAIALASIESIA0) =+ tinico ECS s3o as Unicas
erJlJ,,LLJJ gl LI Jw - imediatas

SiTlel J’J’LJJ’(LJ(LJr
157, o qulaP P{t Im} = o /W (m;)

transicao d |qu;@ s6faz Wiy = 24 - feesqtiy ey @
sentido quando na

presenca de conflito. Os pesos podem ser diferentes
em diferentes marcacoes,
mas a relacao entre estes
PESOS € constante (sem
confusao)



EStocasticas

Iza@a (GSPN)
Reachability Set

BEEIENS U TS

| S‘@ s = &

V'S — Vanishing set:

Marcacoes em que as
transicoes disparaveis
sao imediatas.

1S — Tangible set:

Marcacoes onde as
transicoes habilitadas
Sao temporizadas.




5| Estocasticas
falizada (GSPN)

=" Grafo de Marcagoes

} Vanishing
i Tagible%v @ marking
| marking 11 "\t5

-
- t2 t3
1 p




-ﬂ; ‘

REdes Estocasticas

gigaran ufarexistencia de probabilidade
SStaCIONEa) ahede d\,vé SEer:

ImitacaN@olaed)

[EVEISIVEINE

- livie deTbIOYUEIo (deaalock-free)

i N\ —

‘ Q 0 ;Mie )ni_l
Probabilidade estacionaria de uma marcagao M.
(04,0, 00, ) Q =(0,...,0,...,0)

24" m=1

relf
(~.|
L




Uma st Ica0 forma
[1(t)=L1(0)e2

para o) S|stema acima é:



RE@es Estocasticas

_WDZueN = S0 iR priobabilidade de se
disparaida((m esta habilitada em V) em V. €:

’ 4 \ e . , N
p<E}</]/Jj)_‘ ’\Jk//\*j,/ /\Jj‘ 2 (e 1] 5t

ociada a transicao t atraves



REdes Estocasticas

[

_Dadgshyl = VE() a probabilidz de de se disparar t,
2 M, & "

Q A /|.

ECS(th) — Bxtended. Confiict Set
o (M) 0 pesc «:':'c‘ a transicao t, na marcagao M.

Caso haja mais de uma transicao imediata, de diferentes
ECS, habilitadas em uma marcacao M, n3o importa a
ordem de disparo, desde que a rede seJa livre de
confusao.



~ AC EchrAr = I
P—.:‘d:‘:) [=STOCASUICAas

“NIEMPOIEE PERMENENCIa NUMa marcagao
(sojourr trng) |

rm" %

= LTV
Tj =0 j [

). € a taxa associada a transicao t através
da W



REaes Estocasticas

8 Proozigilielzlels gquedim ~ Numero esperado de
UGS ENIIEN HUEECORMENiialicas no lugar p;

—)

r(,)w = J.suC0 "

, .‘ 4; ‘;. -

A Em(p) = 2= X -p(pj,x)
' | | X=1

K @ 0 numero maximo de marcas
gue o lugar pj pode conter



REWESIEStOCasticas

“NIIouc Jf/,)J!f fiaie. Mma
Egelpisiczlo) ren;pr ada

2 a probabilidade estacionaria de
uma marcagé Mi'que habilita €.
); € a taxa associada a transigao t,



-ﬂ; ‘

REQES) EStocasticas
“Niem gJ m @’,J]J entre isparos de
Unple) e (“JJ
J= 1/TR<’5J‘) 3 —'-?‘ %) Us)
Sy= 10 =d1,2,. 90 Vil
" € a probabilidade estaciondria de
uma marca Mi'que habilita €.
); € a taxa associada a transigao t,




“ .h ‘
d TR(t) = TR(t) x (@;/ 0, + ©)

‘—I—‘ tj e tk séo as Unicas transicoes
. de um ECS.




-ﬂ; ‘

stocasticas

=PV S] (€rgodico)
E[X]= tamanfp medio da fila.

S| = résponse time do sistema.
- taxa de chegada



REGESHEStOCasticas
- Teff/po [HEG/0 GE. ESPE f“‘ om um lugar

= Walit(oi) = =m(p)
o | ztjeO(pi) TR(tJ'

Em(p,) € o' numero médio de marcas no lugar p..
TR(t.) throughput da transicao ..



TO

MC =1

Litilization = P{#P5=0}

Throughput = P{#P4=01"{1/5T)

MOS = E{#P2}
MSS = E{#P2+E{#P4}

MST = (E{#P2 +E{#P4})*TBA

MaT = E{#P2}*TBA

DiscardProb = P{{#P1=1) AND (#P2=B5) AND (#P4=NS)}
DiscardRate = P{{#P1=1) AND (#P2=B5) AND (#P4=NS)}AR

TEA =0.125
AR =18

BS:=18

Lktilization = 0.798513290494
Throughput = 7 985132904942
MQS = 3.036090276985

MSS = 3.834603567479

MST = 0479325445835
MQT = 0.379511 284623
DiscardProb = 0.001 858386882
DigcardRate = 0.014867095058

Representacao
explicita do
descarte

A=8.;u=10.:n=1;k =20;
Q = ueueingProcess[A, U, n, k]

ueueProperties [&]

{1 []2e-]]

Basic Properties
QueneNotation M//1/20
ArrivalRate 8.
ServiceRate 10.
UtilizationFactor | 0.708138
Throughput 7.08138
ServiceChannels 1
SystemCapacity | 20
InitialState 0

Performance Measures

MhMeanSystemSize | 380451
MeanSystemTime | 0.476673
heanQueneSize | 3.00637
MeanCueneTime | 0.376673




ﬁdes Estocasticas
>

put de transicoes K-server semantics

Directly from the CTMC:
24 =0.2

T
Throughput(Ty) = n(s,) X 24+ n(s,) x A M =0.01
Throughput(T,) = P{m(Py) = 2} x 24+ P{m(Py) = 1} x A
Throughput(T,) = P{EnablingDegree(T,) = 2} X 24 +
P{EnablingDegree(Ty) = 1} x A

m(52)=0.9049773755656109
m(s1)=0.09049773755656108
m(s0)=0.004524886877828055

TP(To) = P{#P0 =2} X 0.2 + P{#P0 = 1} X 0.1 = Throughput(Ty) = m(sy) X 24 + m(s;) X A = 0.009954751
= (.009954751




TP(T0) = E{#P0} x 1

T

ViLek Esfidagg Do
LUGRE BT BuspA R
NG <o .

11

n
Throughput(T,) = Z P{EnablingDegree(T,) = i} X 1A
(=1

Where n is the highest enabling degree of T};.




" Redes Estocasticas

~

K

senertype

Infinite Server

PO TEL

O—

AT: 0125

TP: 7.9999999.24504916
AS5: 0.952580822234677

RT:0.11904760390128515

TP: ((P{2P2=1}"(1/5T))+ (P{ZP2>1}"(2/ST)))
ASS: E[{#P2) P1
RT: ((E{#P2})/((P{ZP2=1F"(L/ST))+(P{EP2=1}*(2/5T))))

A=8B.;u=10.:n=2;k=20;
O = ueueingProcess[A, U, n, k]

ueueProperties [J]

(L[]

Basic Properties

QueueMotation MAA220

ArrivalRate 3.

ServiceRate

UtilizationFactor

Throughput

ServiceChannels

SystemCapacity

InitialState

Performance Measures

MeanSystemSize | 0.932381

MeanSystemTime | 0110043

MeanCQueuedize | 0.152381

MeanCQueneTime | 0.0190476




Representacao
Implicita do
descarte

A=8.:u=10.:n=2;k = 20;
& = JueneingProcess[A, o, n, k] :

ReC

CueueProperties [Q]

Basic Properties

Ta P1
12 T1 CueneMotation MAA220
PO
ArrivalRate 8.
Me=T tBA 025 _ ServiceRate 10.
AR:=8 sT:.=0.1
SR =10 UtilizationFactor | 0.4
senertype Infinite Server
Throughput 8
Litilization = E{#P4 }MS Litilization = 0.399999995452 ServiceC s 5
Throughput = E{#P4 *SR BS: =18 Throughput = 7.999959969542
MGS = E{#P2} MRS = 0.1 52380897055 SystemCapacity [ 20
WSS = E{#P2 HE[#P4] MSS = 095238089304 TnitialState 0

MST = (E{#P2 +E{#P4})*TBA
MQT = E{#P2*TBA

MST = 0119047611753
MAT = 0.019047612132

Performance Measures

| _ MeanSystemSize | 0.852381
DiscardProb = P{(#P1=1) AND (#P2=B5) AND (#P4=NS)} LTI = T el -
DiscardRate = P{(#P1=1] AND (#P2=B5) AND (#P4=NS)}*AR DiscardRate = 3.0158E-8 MeanSystemTime | 0.119048
MeanQueneSize | 0.152381
MeanQueneTime | 00180476




T2

To 1
D@
NC:=1" 1Ba = 0125

AR =3

UtilizationS1 = (NS1-E{#P5 NS
UtilizationS2 = (NS2-E{#P5 )NS2
Throughput! = E{#P4 }SR1
Throughput2 = E{#PE SR2

Throughput = E{#PE FSR2 + E{#P4SR1
MQS = E{#P2}

MSS = E{#P2 +E{#P4 +E[#P5}

MST = (E{#P2 +E{#P4 HE{#PE })* TBA
MQT = E{#P2 *TBA

M52 =1

DiscardProb = P{{#P1=1) AND (#P2=B5) AND [#P4=NS1) AND (#PE=NS2)}
DiscardRate = P{{#P1=1) AND (#P2=B5) AND (#P4=NS1) AND (#PE=NS2)FAR

LitiizationS1 = 0376547231148
LitlizationS2 = 0.33876221 4854
Throughput! = 3.76547 2311484

Throughput2 = 4 234527655679
Throughput = 7999939937163

PGS = 0.10351 5664521
MSS = 0.818825110524
MST = 0.102353138815
MQT = 0.01 2939458065

DigcardProb = 3 55E-10
DiscardRate = 2 837E-9

Equivalente ao
anterior.
Servidores
representados
individualmente

A=8.:u=10.:n=2;k = 20;

& = JueneingProcess[A, o, n, k] :

CueueProperties [Q]

aalilIE3II

Basic Properties

CrususMotation MMA220
ArrivalRate 2.
ServiceRate 10.

UtilizationFacter | 0.4

Throughput 8

ServiceChannslz 2

SwstemCapacity | 20

InitialState 1]

Performance Measures

hieanSystemSize | 0.032331

heanSystemTime | 0.119048

hdeanCuenaSize | 0.132381

MMeanCueneTime | 0.0190476




Stlca S Servidores com

caracterisitcas
diferentes.

5
(L
& |
(D
(Y

St

NC:=1 1ga-=0125
AR =8

Litilizations1 = 0.3765472311 48

LitilizationS2 = 0.3765472311 48
Throughput! = 3.7635472311484

Throughput2 = 4 23452768367
Throughput = 7 995983837163

MQS = 0.10351 5664521
M55 = 0.818825110524
MST = 0.102353138815
MQT = 0.0129339458065

572 :=0.08
SR2:=125

DiscarcProb = 3. 55E-10
DiscardRate = 2. 837E-9



Servidores com
caracterisitcas

4 - diferentes.

Redes Estocasticas EhsEks
MMnLn2K few : R
TP(TEL): 17.555092334221384
TP(TE2): 31.840211052786383

TPsystem: 49.395903387007...

TPsystemV2: 49.39591047751361
TO: 0.60408952248639...
PD: 0.0120817904497278...
RT: 0.15187179756670718

Us1: 0.8777846167110691
Us2: 0.84907229474097

AQS = "E{#P1}" P5

ASS = "(E{#P1})+(E{#P2]})+(E{#PA])"

TP(TEL) = "((P{#P2=1}*(1/ST1))+(P{#P2>1}*(2/5T1)))"

TP(TE2) = "((P{#P4=1}*(1/ST2))+ (P{#Pa=2}*(2/5T2))+ (P{#P4>2}*(3/5T2)))"

TPsystem = "(((P{#P2=1}*(1/STL) )+(P{#P2>1}*(2/5T1)) )+ ( (P{#P4=1}*(1/5T2) )+ (P{#P4=2}*(2/5T2))+ (P{#P4>2}*(3/5T2))))"
RT = "(((E{#PL})+(E{#P2})+(E{#P4}) )/ ( ((P{#P2=1}*(1/STL))+(P{#P2>1}*(2/ST1)) )+ ( (P{#Pa=1}*(1/5T2) )+ (P{#Pa=2}*(2/5T2) )+(P{#P4>2}*(3/5T2)))))"
o = "(P{{#PL+#P24#P4)=20]1*(1/TBA))"

TPsystemv2 = "((1/TBA)- (P{(#PL+#P2+#P4)=201*(1/TBA)})"

usi = "E{#P2}/51"

us2 = "E{#Pa}/s2"

PD = "P{(#PL+#P24+#P4)=20]"



TP: 8.119345814086422

A55:1.0044251248977627
RT: 0.123685846535467322
L 0.287750927 2583657

A: 0.9998005221051809
COA: 0.9399963900134359

AT: 0125

Infinite server
TP:

((P{P2=1F(1/ST])+(P{#P2>1}*(2/5T)))
E{P2}

((E{=P2})/((P{=P2=1}"(1/5T))+ (P{=P2>1}"(2/5T))])
: P{{(#P2=0)AND(#P1=>0])1/ NS
A PiEPL=0}
COA: (((P{#P1=272)+(P{#P1=1]))/NS)

- TE2

MTTF: 1000




ve sao co

55: 1177337379964 7193
TP: 0.3101574970673903
COA: 0.91764747587166436
A: 0.98582356176194513 TEZ

Infinite server

—O——-0— .

PO Pl

BI Infinite server

(P{(EB=>0JANDESU=1)}*(1/5T))+ (P{(ZB=1)AND{Z5U=2)}*(2/5T))
E{#5U}/N5
P{#5U>0}




; : " V4 r
Reades Estocasticas

100 ae repouso

)

|| 55 = E{#B)}

TP =P{#B >0 AND #5U = 1} = (1/ST) + P{#B > 1 AND #SU = 2} = (2/ST) SR

COA = E{#SU}/NS TF:=120

A= P{#5U = 0} Infinite server

s

S5=11773716

TP = 0.3101585 NS J s =2
COA= 09176471
CA F1
A=0.9882353 -
—[}O sT:=15

g Infinite server

AT =2

TR =10




REdes Estocasticas

pOUSO versao com marking dependente delay

55 = E{#B)

BSM =30 sh

TP = P{#B > 0 AND #5U = 1} = (EJ

SR

A=P{#SU =1) TF = 120 TR = 10




S RBEdes Estocasticas

A
Fila con‘r 2atenc Om tempo de repouso versao com marking dependente delay

A55:1.4423743859222655

TP: 0.4620828940447584

A: 0.988235760078065
TR: 10

COA:0.9176476713163314

Infinite server

AT: 2
’ [ —0
CA P1
E{ZB}
((P{(#B=>0)JAND(#5U=1)F(1/5T))+(P{(FB=1JANDFSU=2)}*(2/5T)])
E{£SUY/NS o3

P{#5U>0}



U

REdes Estocasticas

) Fepouso versao com marking dependente delay

IF (#5U=2 AND #B=>1):5T*0.5 ELSE 5T;
CA P1

55=1.1773931

TP =0.3101611
COA=09176473

A= 0.9882353 -

BSM =30 =1

=1

TF =120 ST

S5 = E{#FB}

TP = P{#B > 0 AND #5U = 1}* (1/ST) + P{#B = 1 AND #5U = 2} * (2/5T) | Infinite server
=10
COA = E{#SU}/NS

A= P{#5U > 0}



AT:0125

TP: 7.4519676183397525
A55:1,3175247350608918

RT: 0.17680226250827796
LU: 0.334485280805539

A:10.999797982640009
COA: 0.9899931 277850685

Redes Estocasticas

com falha e reparo
elay

(S0

Jen

((PL((£P2>0)AND{£P1=1))1*(L/ST))+ (P{([#P2> 1) AND(£P1=2)) " (2/5T)))

E{£P2}
((E{£P21)/((PI((£P2>0)AND(£P1=1)) *(1/ST))+ (PL((£P2> 1) AND(£P1=2))1* (2/ST))))
(P{{(#P2>0)AND(£P1=2))/NS)+ (P{((#P2>0)AND(#P1=1))})

Pi£P1>0}

(((P{£P1=21"2)+ (PI£P1=11))/NS)

Infinite server




Rages Estocasticas

5 Transitions - Multiclass Processor Workload

SPN (Modeled using Mercury): Also open the file
Models_booknote.pdf

NU: 0.10551158025167426

U: 0.89443884197483257
DI: 0.294335198

o j ‘ \ Ul 0.13424887904140398
P{#P1=1}
TED

P{#p2=1}

P{#p3=1}

P{#P0=1}

1-P{#P0=1}

(P{ZP1=01 (/DI + (P{#P2>01*(1/Dol))+ (P1£#P3=01(1/Dos))
(((P{=P1=01"(1/DN)+ (P{#P2>0}*(1/Dol))+ (P{ZP3> 0} (1/Dos)])*T)
CO/(((PEPL=0F(1/DN)+ (P{#P2=01*(1/Dol))+ (P{#P3>01*(1/Dos)))*T)

PO

TEB
P11

Uok: 0.2633625714310752
think_time: 0.246376116

Dol 0.578507897
C0: 453
T:1000

Dos: 1.088286308

T2 P3 T2 Uos: 0.49637696927584657
TP:1.36832647363883
NT: 1368,32647363833
NTFPTransaction: 0.33106134298149187




’ Redes Estocasticas

’Assigrﬁng ‘namﬁo Transitions - Multiclass Processor Workload

Reachability Graph (Generated using Charlie and Snoopy):




Reades Estocasticas

As igrﬁng ﬁan@ Transitions - Multiclass Processor Workload




" Redes Estocasticas

igning andito Transitions - Multiclass Processor Workload

CTMC (Modeled using Mercury):

NU: 0.1055115712
U: 0.89448842...
TP: 1.3683264492

A:1/0.2463761..
ul: 1/0.294335..

uol: 1/0.57850...
uos: 1/1.08828... - NT: 1368.3264491514
(W*A/(3*W) NTPT: 0.3310613489
W:1
T: 1000
C0:453

'W*uos)/(3"W)

(W*pl)/(3* W] (W*Ho3)/(3*W)

A -
(W*pol)/(3*W) (W*pol)/(3*W)

56

W*hos)/(3*W) (W*ul)/(3*W)




Redes Estocasticas

Todas as:transiscoes tém: SSS;-exceto: a transicao: Service; que tem:1SS.

e

® « Exemplo — Banco

Client_Arrive_to_Bank n
Start_Serving SRR

Client_Arriving

Client_Being_Served

Servers_Available

Client_Retriving

—

Does_Mot_Enter

Client_Cannot_Enter_the Bank

P«rrwl.ng_Tl.me == Mumber_of Client in_the Gueue = 748073613
Semnvice_Time =4 === il

Work_Slot_Time := 120 Systemn_Time = 18.8035545
Resting_Time = 15 FProbahbilit_of least_one_Server_not_being_serving = 0.0
Waiting_Time = 18.3523386

Frobahility_Client_Does_Mot_Enter_the_Bank= 0.0



-~

Anali

»
tativa

o

Structural Analysis Output

STRUCTURAL AMALYSIS
ECS: Does_Mot_Enter Start_Serving
arning: inner confusion between Start_Serving and Does_Mot_Enter.
arning: direct external {inhibitor-iconfusion hetween Start_Serving and Does_M
The net contains 3 P-invariants.
ClieUe + Quele_Capacity= Q5
Servers_Available + Servers_Out_of_Service + Client_Being_Served = M5

Client + Client_Arrive_to_Bank + Client_Cannot_Enter_the_Bank = MC

Bl places are covered by p-invariants.

EXTEMDED COMFLICT SET
P ricrity immediate Transitions
1 Enter

Dioes_kaot_Enter Start_Serving

Femoving temparary files

RIBEIES Estocasticas

Estimate Statespace Output

Estimating statespace ..
Fesult of estimation (hased on state equation with backiracking):
Statespace = 1368

Time passed with computation:
Femaoving temporarny files

7115

Estimate Statespace finished.

Traps Output

Removing temparary files
Calculation of Traps:

Time passedwith computation:
Mo, oftraps =3

MARKING:  24{ Servers_Awailable Servers_Out_of_Service Client_Being_Served }
MARKING: 14 Client Client_Arrive_to_Bank Client_Cannot_Enter_the_Bank }
MARKING: 791 Queue Queue_Capacity

014 s

Traps finished.
Siphons Output

Remaoving temporary files
Calculation of Siphons:

Tirme passed with computation:
Mo, of siphons =3

mARKING: 2§ Servers_Available Servers_Out_of_Service Client_Being_Served }
mAREING: 1§ Client Client_Arrive_to_Bank Client_Cannot_Enter_the_Bank }
MARKING: 7o Queue Quele_Capacity

017 s

Structural Analyvsis finished.

Siphons finished.




65, Estocasticas

Result Monitor
File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:03@12/31/00 (0%)

Number_of _Cliemt_in_the_Gueue ,System_Time ,Server_Availability Waiting_Time ,Pr... |:|E = E
9z2.2

ga.
9.
3.

Number_of Clients_in_the Queue

a7,
al.
55.
49,

1
a
&
&
3
3
p
.0
.2
T
. B
4
3
1
1]

[ B




“REdes Estocasticas

P

———

4 Result Monitor,

File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:03@12/31/00 (0%)

Number_of_Client_in_the_CGueue ,System_Time ,Server _Availability Waiting_Time ,Pr... |:|E Ef E
19,7

13.

Waiting_Time

L I o T Y o o L N A N N 1 N S =T =t I B 1Y

0O = ko n T -1 WD

T T T T T T T T T T T T T
0.1 n.4 n.7 1.0 1.3 1.4 1.3 2.2 Z.5 Z.8 3.1 3.3 3.6 3.9



Redes Estocasticas
_—

Result Monitor

File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:03@012/31/00 {0%)

Number_of_Client_in_the_Queue ,System_Time ,Server_Availability Waiting_Time ,Pr... o° & [X
19.7

1 System_Time

15,
17.
15.
14.
13,
11.

=
Lo}
L o T o o A = N S T = N e R 1Y

=0 = M W M -1 D

[}
'—l
[}
=
[}
-1
=
[}
=
o
'—l
T
'—l
Lin}
[
[
[
[0y}
[0
o
o
=
o
[}
o
i



File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:03@12/31/00 (0%)

Probability of at least one server not being serving

-0 ~ +~ M W L s ™ -1 -1 oo O

1.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.

"5 Arriving_Time

=



Bank1.xml Todas:as:transiscoes tém:SSS; exceto a transicao: Service; que-tem:1SS:

Client_Arrive_to_Bank
. . Start_Serving
Client_Arriving

Client_Being_Sered

Servers_Available

Client_Retriving

——

Does_Not_Enter Q5 =75

Client_Cannot_Enter_the_Bank

A”I'U'I.I'IQ_TIIME =04 Number of Client in_the Queue=748973613
Service_Time = 4 —— _IN_Lhe_

Work_Slot_Time := 120 Systern_Time = 18.8035545

Resting_Time = 15 Frobahilit_of least_one_Server_not_being_serving = 0.0
Waiting_Time = 18.3523388
Frabahility_Client_Does_Not_Enter_the_Bank=0.0




“REdes Estocasticas

Result Monitor,
File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:30@12/31/00 (0%)

Number_of Client_in_the_Queue ,System_Time ,Probabilit_of_least_one_Server not.. o° [@ [
91.4

a5,
=
73,

Number_of Clients_in_the Queue

a7,
al.
ad.
43.
4z,
3a.
30.
24,
15,

1.

L e % e Y o o T o e = R ¥ o B o R e . I 1

Lo B 4]

(-

Number_of Servers



S Es}gcésticas
ot r

File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:30@12/31/00 (0%)

Number_of_Client_in_the_Queue System_Time ,Probahilit_of_least_one_Server_not... |:|E & E
19,7

15.4 —. | System_Time

17.1 \

-

L Y o 1 Y o N A e N =T ]

O ~ MW ™ =1 WO

) T T T T T T T T T T T
1.0 3.6 G.1 g8.7 11.3 13.8 16.4 12.0 21.5 24.1 26.7 29.3 Number_of_Servers




s Estocasticas
- —
Result Monitor

File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:30@12/31/00 (0%)

Number_of Client_in_the_ Cueue ,System_Time ,Probabilit_of least one_ Server_not.. |:|E = E
19.7%

Waiting_Time

e
e

.4
.1
.5
4
.1
.
.5
p
a
&
3
a
&
3
1]

o = M oW m ™ -1 WO

[

Number_of Servers



“REdes Estocasticas

Result Monitor
File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:300@12/31/00 (0%)

Mumber_of Client_in_the_Queue ,System_Time Probabilit_of least one_ Server_not... |:|E = E

Probability of at least one server not being serving

1.0
0.9
0.9
0.8
0.7
.7
0.6
0.5
0.5
0.4
0.3
0.3
0.2
0.1
0.1
o.o

Number_of_Servers



—

‘Bank1.xml Todas as - transiscoes tém: SSS, exceto a transigao: Service; que teni 1SS:

Client_Arrive_to_Bank Samvice

Start_Serving

Client_Arriving

Client Client_Being_Served

MG =1

Servers_Available

Client_Retriving

——

Does Mot _Enter

Client_Cannot_Enter_the_ Bank

A”I'U'I.I'IQ_TIIME =04 Mumber_of Client_in_the _Cueue = 27 0358551
Service_Time =4 === —IN_the_

Work_Slot_Time = 120 S e
Resting_Time := 15 Probabilit_of least one_Server_not_being_sering = 0.1528771

Waiting_Time = 6.7585226
Frobability_Client_Does_MNot_Enter_the_Bank=10.0




B Result Monitor = ‘

File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:30@012/31/00 (0%)

Number_of_Client_in_the_Queue ,System_Time ,Probabilit_of_least_one_Sernver_not... |:|E v O P
65.8

al.
57.

Number_of Clients_in_the_ Queue

52,

|
|
|
|

43,
43,

39,
35.

3a.

26.

21.

17.
13.

System_Time

____——,_——”:___

| — Waiting_Time
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REWESIEStOCasticas
h
B Aorodrnzinlelo CtjigEls D]s'r"'c j 'goes

—\VariaveispSup ‘?ré-

Ar \)AJJ’I}:.J(“JJ hor Fases
O MoniErii Jz1crieY
Para encontra - uma distribuicdo por fase

adequada para uma distribuicao genérica, duas
atividades sao fundamentais:

Determinar o tipo de aproximacao necessaria.
Encontrar os parametros numericos da aproximacao.



[

REGESIEStOCasticas
CAPIOXINICGEONIOIREASES
PORLeS ISErEm conf';w o§na escolha de uma
- dProXimdeaONpor: fases.
SO e ERIEREPLOMIfaca0: guanto mais
g'ribuigéo por fase da

proximo for a d
distribuicao real, melhor.
Medidas de aproximacao:

— Moment matching

— Encontrar um pdf (ou cdf) que seguem a pdf real
numa determinada regiao de interesse.



B Aorosnzleslo ;Jr

PONEOSTEFSENEN CONSI
Jr)rJAJHLJQJJ por fase:
SRS BIBIEEADroXimaczo: € importante

rum gUE'® numero de estados seja 0 menor
pos
FaC|I|dade clz) o tengao de modelo markoviano
resultante: pode ser possivel obter uma
aproximacgao que gere excelentes resultados. No
entanto, pode nao ser facil a integracao no modelo

markoviano resultante.




REUEes EStocasticas

AR CEONIOIREASES
FONLOSIATSEIEINICONSIAErados na escolha de uma
dProxXimasao Dor | use_) ‘

=ECUEUENEENOIENGa0 dOS parametros da
aproximacEe: quanto mais parametros sejam
necessarios para especificar a aproximacao, mais
dificil se torna para encontra-los.



s
I)_ ‘

VAPHOXINIGAONPOIEASES

a Distrinuicao de Eflarie)
R = = ’C‘_l_ ~ ":2 }\,-_|‘ LY 0 |
[ (0)= (fo,*f f;i JEVIPSEr — e <)/();- 1,)

Genera /and n fases iguais a ..
fr(t)= At e t)/(n-1)!, t=0

»

Al

A2

Ao(n) A Paramentros:n, A; Valor Esperado: /-=n/ A
Variancia: 1/n\? (A - de cada fase) e/




Redes; Estocas |cas

DIStIIINIGE0 :JI):‘CJHQJJJ (@rr Dirica)
o Mornent Matcriirig |

Hp
J G

=1/

»
L

) 4

Se up/op= 1 entao uma transicao exponencial é
suficiente. A,=1/up
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RECEs E:‘ Dcasticas

DSt IGaONE ,) u’“] Gadal (Empirica)

//den_c ///J f Ll ‘ "’D ‘

oy

SeGD/MD nil I’IEZ
v= (up/op)>= n?%, A= y/up = N?/pp



.
. ’
dﬂ

Distrje uiﬁgc')_Especificada (empirica) ,

WREdes|Estocasticas

Erlang distribution

7 <1

o oD




Redes Estoce tlcaS

DIStigllIGEONESECIICaEa (EMPIFica) o

Jp)
s Mornzni Maictirg » gk P ' {0
: I _
).

2 2

il

\
Se pp/c D> 'e Up/op & Z
(“D/GD)Z -1 <y < (up/op)?
= 1/p; g = pp + sart(y(y+1) op? - yup?)/(y+1)
= 1/p, py = yup £ sqrt(y(y+1) op? - yup?)/(y+1)



SEI 5/ TN up/op & Z
(!le/CFD)2 -1 <y < (Up/op)?
= 1/p; g = pp + sart(y(v+1) op? - yup?)/(y+1)

= 1/p, pp = yup £ sqrt(y(y+1) op? - ypup?)/(y+1)
delayl 1/%; delay2=1/4,



Redes Esto

\.J_l

DiStHbiCao Deterministica.
8 Mornent Matcriing

AproXimagsepiazendor-se o, pegueno
= | lorna-seigianae. .

~ e-eje-e

Se upfop= x££ 1, X e Z (c=op/ up<1)
'Y=X21 A= XZ/MD




REGESHESTIOCE tlcas

“ARIOXIIEGEONION: r,JJ\,s.
= Distribuicao de rllgsragodpElel] g

O
D), =0 > ' @
Paramentros:

Valor Esperado: £z, =>. ,-//1J 'H ﬂ l

2.
Variancia: 2 X « /[ A Y.

(@)= o, fr,(t)

:
an=1 =
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REGES Estoc:\

DIStNICEONESPECITiCada(empirica) U o

k@

8 Mornent Matching .
= O JIeieleStal Hliperexponencial)

Oy = [SQrt ( 205 S 0] 5] @!‘ﬂ
Se p/op< 1 (C=0p/p>1)

oy = 2pp?/(pp*+op?), @, =1- o

My = 2up/(up?+op?),



tocasticas

- Py
af (emplrlca)PO

Se up/op< 1 (C Gp/tp>1)
01 = 2up/(UpFHops), =1 o

M = 21p/(pp*+0p?)

delay=1/A;
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REGESHEESTOCasticas
Disirlo Lug 2 Coen W
Cox generalizotia Jﬂb gde composicao de fase exponenciais
- paraigeral prowanilidades e taxas complexas.

Nestes slides p, sdo taxas (diferentemente

dos anteriores)



Nestes slides p é taxa (diferentemente
dos anteriores)

- ( |||- L a1 fi;.\lH T {h-\
b, b, b 1
b =1-a;

< by + k(1 — by) » Numero de fases

Pl r“ L] o )
E4bilk=11(h{l1=-k)+k-2) - e
Al LR B L S Jih It 2key +(E—2) — R +4- 4&:;.-{-

var (X ) = , , B = X T
p e 2(ck + 1)(k — 1)
k+bylk—1)iby(l—k)+k-—12)

i_ll.l-'[ + |I:|.-||] - IE-'|.:|_I.‘!

oy =

k=t (k1)
X

1 . » Taxa das fases




=
- A

F =

= i."‘ ¥ 4 .
Riedes Estocasticas

Nestes slides p é taxa (diferentemente
dos anteriores)

p

¥
'rﬂr J

Disiriotiez]e UE 'Of
Slm& AMOS emidois cﬁ§os partlculares

- Caso CV =17 : ﬁ% ki\;i/?)

bt k(b))

H

ko by(k — 1) (by(1— k) + k — 2)
- H:_: )

o kb= (0 (1 k) + k- 2)

N = i_lr-'l + k(1 - ||:_.||':|_|2 .

" " » Numero de fases

var (X)) = _ Zhey + (k- E}—\rkl-l'ﬁ—-u.'l'-{-

h k. L
‘ 20t + 1)(k - 1)

= kb (k= 1) 5 Taxa das fases

X




Nestes slides p, e pu, sdo taxas (diferentemente
dos anteriores)

& =5 e Y
pg +ajyls —aj

R

var (A ) =




casticas

Nestes slides p, e pu, sdo taxas (diferentemente

5tﬂbU]g€]O EJ@ 0 A dos anteriores)

f

D

R

SIMpIIGcE

& L e Y
pg +ajyls —aj

var (A ) =



A
(1»
=
(D
(Yp
il
2
fam
(©
)

NC:=1 1ga.=p125

AR =8

Litilization = 0.798513230434
Throughput = 7.985132904942
MQS = 3.0360902765985
MSS = 3.834603567 479

MST = 0.479325445935
MQT = 0.379511284623

DiscardProb = 0.00185838658582
DiscardRate = 0.014867035058

P3

NS
NS = 1
T0 P1
T2 - \/ [
P |—c>( ) >O >|]
T3 MoP MoP
MC =1 : i .
TBA :=0.125 Pi T4 P7 phase_delay := 0.025 Pa TG
AR =8 o
MoP := 4
@* Utilization = P{#P5=0} Utilization = 0.775247401057
BS =19 Throughput = (P#PT =01(1/phase_delay))/NaP Throughput = 7.7524740103572
' MQS = E{#P2} MQS = 2184649271069
MSS = E[#P2|+E{#76) MSS = 2 959BOEET2126
MST = (E{#P2+E[#PE})*TBA MST = 0.369987084016
MQT = E[#P2]TBA MQT = 0.273081158884
DiscardProb = P{[#°1=1) AND (#°2=BS) AND (#°6=NS)} DiscardProb =1 65747683E-4

DiscardRate = P{(#P1=1) AND #P2=BS) AND (#P6=Ns)paR  DiscardRate = 0.001325982638
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Do livro MODELLING WITH
GENERALISED
STOCHASTIC PETRI NETS
Marsan et al.
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i6dgmﬁollt‘ifas de Memodria

g Com 3 Fases




4

'

;Mbdm Politicas de Memoria

Wito entre; Erlang) com 3 fases e
EXponEncial




Mbdgmo Politicas de Memoria

Q@;g COM! 3:fases com interrupcao




Peontrol




g o
~ Mod o1 Politicas de Memodria

-

mito com\politica Enabling Memory




viodelanderPoliticas de Memoria
Conilitg coys pgmca Enabling Memory

L

CP U haey

bl =h) Pen LT D et e LT

stoppead

>

- stopl [ [— W
stoptlio— T refwrsl e

M
| grabCELn !."-Jl'J'

O Dealle

r.;usan'F{r

i DA SR et DS R

D S edle

transition SRS transition
p— P
TERM 1 | inArite-server §f g0 P
Tz .0 | infte-server stopl
Ty infrite-server B getDNSH
DISK & | infinite-server || complete
Do livro MODELLING WITH _ |10 |atstemes | 110
: Lot sturnb

GENERALISED Busy inflmite-server Y return

redurnl

STOCHASTIC PETRI NETS staph¥
Marsan et al. , it

o]

(=R = = 2 ] J-I-MD-*I’-D'—'—[_]I
wn




VIodelandor Politicas de Memodria
‘i Coriflite doss pcﬂrtica Enabling Memory

Ty e
=R
remoneCPLT + reiease CELT

stoppedl

stopd R
— —
4 bl Ll redermd

-
4.]1—;-7 -
grabPL N mal &

o Prridis
T o
by
TERM

FSK  wuseld SHapet DM
O S idi= et D SR

mﬂ.‘mte—b:ru-r
infnite-server
inflnite-server
infinite-server

=]

inflnite-server
infinite-server e
returnd

Do livro MODELLING WITH ) shapl”
GENERALISED LT
STOCHASTIC PETRI NETS
Marsan et al.
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TO

g -0

Transicdo Geneérica
tempo da transicdo genérica t0 € 100 w.t.

T3

I

P2

t3 e 1 ut

lavl =1
NoP =100 delayt

1
delay -

O tempo associado a transicdo t2 é delayl =

T3

Dc t3 e 1 ut,
(PIFP2=0]%———)

O throughput da sub-rede Erlang pode ser obtido através de TP = - th‘m.ﬂ ]
I G




DSPIN—"Deterministic and
Si focr’/a/_s: PN

8 Deflgllezle)

“TSPINRENP T 17O, H, 1, M}, D, W), - Marsan,Chiola 1987

€ oreonjiinto de lugares,

" - = T]rn - Tejsp 4 =

- | OFFidenetam funcoes (vetores de funcoes) de

- entrada, saidas e de inibicao que mapeiam transicoes
em multi-conjuntos de lugares:

() R ,ﬂpk eP,VteT

ey P ol — N g 2P, e T

g P odl — N, Y o, 217, 7 hadl
I[T: T,, > N,
M,, € marcagao inicial,




DSPIN| — er ministic and
Stocliastic PIV

_ DSPNF= (PN T, 0, H,11,M,,D,W)

RV PRVR PR RO U)Zatribul um tempo

MEdIBNaSHianSICoes estocasticas e um

tEmpOIcOnstante as transicoes

deterministice

VT moTIR uﬁ} atribui um peso as
transicoes imeditadas.

Quando) Tag: =tofal DSPN & uma GSPN.

Embora seja possivel a analise de modelos com mais de uma
transicao deterministica simultaneamente habilitadas, as
ferramentas, normalmente, somente implementam métodos que
considerem apenas uma transicao deterministica habilitada por
marcacao.
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DSPINE=EXiended Deterministic
GlHGESIOC f}r_) ic PN

il ](:JJ
EDS = (P, T,1,0,H,IT Jv D W) -
& orconiRto de luc Jr‘
= Jalrn J r—&,) o =

-~ L O7aenotam fi NGoes (vetores de funcoes) de
:Jnrrada, Saidas e de inibicao que mapeiam transicoes
em multi-conjuntos de lugares:
IRt A |P|§'N, Yo eP, YEsT
o (t): P XA NIFES N, vV ppe PVt e T
h(t): PxT x NPESIN, V p,eP, VteT
I[T: T,, > N,
M,, € marcagao inicial,




DSPINE=EXtended Deterministic
GG SIOC f]r_) ic PN

WEDSPN = (P, T,1 ,O,rJ,_ D W)
... O rJ_,_)Wl —@% {0} atribui

UMEMPO medior as transicoes
s‘:)umjm\ e Um tempo constante as

-ansICoes deterministicas,
WERISSRNERESIR O {0 atribui um peso
as transicoes imeditadas.



DSPN= Bxtended Deterministic
grasstochiastic PNV

r~ - " ]
_IEXEMPIOk -

| g
— P1 Ly P3

I ‘ #pl  #pl
e ", O @
g.

P,

P
L

Modelo em EDSPN para limpar p,
Modelo em DSPN para limpar p,.  (@rcos dependentes de marcagao).



DSPIN=SEXtended Deterministic
GIGSIOC f/f_) ic PN

t4 D(t,) = #p, xd




REdes Estoce tlcas

m Corl JJJ
< |Redesiae Pe'ir.r] aStocasticas Saouma representacao
compagterdesalto nivel d:‘ CTM
< Equivalenciareem CTMC
< Analise guantita Ve
- Analise qualitativa
Modelagem de sﬁmas concorrentes, nao-
deterministicos e assincronos. Modelagem de
sincronismo, escolha, mutua exclusao etc

2
S
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REaes Estocasticas

“PAlGUImas REerenciask

<lModellinEpvit Generéﬁzd- Stochastic Petri Nets,
A. MarSeiretial, Joh‘ Wiley & Sons, 1995.
- Performance Modelling with Deterministic and

© Stoc astic Petri Nets, C. Lindermann, John Wiley &
Sons, 1998.

http://www.daimi.au.dk/PetriNets



